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Celebrando a Escher 


Doris Schattschneider 


En 1998 se realizaron numerosas celebraciones del centenario del artista 
gráfico holandés M.C. Escher (1898-1972). Uno de ellos, un congreso interna- 
cional celebrado en junio de ese año en Roma y Ravello, reunió a una amplia 
gama de personas que no sólo aprecian el trabajo de Escher, sino que dan tes- 
timonio de su legado imperecedero en el arte, la ciencia y la educación. 

Poco antes del congreso, una reseña de una crítica de arte del New York 
Times había proclamado a Escher “Sólo un no artista en el mundo del arte”. El 
“mundo del arte” me parece un lugar divertido — a menudo parece que si la 
obra de un artista es popular entre el público, entonces debe seguir que la obra 
es “no artística”. La exposición “M.C. Escher: A Centennial Tribute”, cele- 
brado en la National Gallery of Art de Washington, D.C., atrajo a un número 
récord de visitantes: 364.000 personas visitaron la exposición, más que en nin- 
guna otra exposición de grabados. Quizás para el “mundo del arte”, el arte de 
Escher es un gusto adquirido. En retrospectiva, los críticos oficiales pueden 
llegar a ver y comprender las maravillosas cualidades de su obra que la han 
hecho perdurar. C.V.S. Roosevelt, un ávido admirador y coleccionista de la 
obra de Escher, comentó una vez: “Cuando un crítico de arte patea petulante- 
mente su pie y comenta que desprecia bastante a Escher, uno se acuerda de la 
leyenda de la caricatura: “¡Allá van! Debo apresurarme a seguirlos, porque yo 
soy su líder”. 

¿Qué atrae a la gente a la obra de Escher? Sólo puedo arriesgar una res- 
puesta personal y muy incompleta a esa pregunta. Creo que las cualidades que 
hacen que el trabajo de Escher sea tan atractivo son también las que inspiran y 
desafían a otros. Escher era un observador agudo, un pensador, un artesano 
meticuloso, cuyas impresiones evocan admiración y asombro. “¡Genial!” (en 


lugar de “¡Hermoso!”) es un comentario muy escuchado en las exposiciones 
de Escher. 

El reto constante del artista es crear artefactos. Escher creó unos artefactos 
muy originales que provocan y encantan. Al tratar de ubicarlo en el espectro 
del arte del siglo XX, su obra desafía la categorización. Roosevelt observó: 


Independientemente de lo que el mundo pensara de él, Escher siempre siguió 
imperturbablemente su propio camino. Nos recuerda a un alquimista mo- 
derno que experimenta ingeniosa y fanáticamente con sus bolas y espejos 
mágicos, animales y libros, sus hechizos mágicos y conceptos mágicos. Una 
figura maravillosamente obstinada, ahora artista, ahora pensador, filósofo 
y chamán, Escher decía: “Todas mis obras son juegos, juegos serios ”.* 

A Escher le encantaba desafiar nuestros ojos y nuestra comprensión ajus- 
tando las certezas de las “leyes” que esperamos que nos obedezcan. Trabajando 
en el plano, podría confundir nuestra percepción de lo que es bidimensional y 
lo que es tridimensional. No sólo nos hace preguntarnos en qué punto una di- 
mensión se transforma en la siguiente, sino que nos hace preguntarnos “¿qué 
es la figura? ¿Qué es la forma?”. Su ingenio de utilizar formas entrelazadas, 
cada una de las cuales es reconocible por sí misma, pero que a la vez son in- 
tercambiables en función de la figura o del motivo, es una de sus señas de 
identidad. Pocos artistas han estado tan fascinados por el teselado como Es- 
cher. Para él, la “división regular” no era un fin en sí misma, sino más bien un 
instrumento para expresar la idea de dualidad (opuestos contrastantes) y meta- 
morfosis. 

Escher utilizó la geometría con maestría en sus obras. Sus primeras escenas 
de pueblos italianos aferrados a empinadas laderas de montañas con valles que 
se extienden por debajo parecen cuidadosamente esculpidas a partir de formas 
geométricas. Sus obras posteriores celebran poliedros, esferas, nudos y bandas 
de Moebius. La geometría hace magia en sus impresiones: la geometría clásica 
euclidiana, la geometría esférica, la geometría proyectiva, la geometría de 
transformación, la geometría hiperbólica y la autosimilaridad se emplean há- 
bilmente para lograr efectos visuales intrincados y sorprendentes. No sólo era 
un maestro del arte gráfico, sino que también era (a pesar de sus negaciones) 
un investigador original en el campo de las ciencias y las matemáticas. 

Escher nos ha dejado un rico legado en su obra. 


! Del catálogo de la exposición “A Mathematician Views Escher”, Moravian College, 
abril de 1987. 


Este libro y el CD Rom? continúan la celebración del legado de Escher en 
1998. La sección “El mundo de Escher” contiene ensayos que ofrecen refle- 
xiones profundamente personales sobre la obra de Escher y las historias de 
quienes han recorrido literalmente algunos de los caminos transitados por Es- 
cher. 

A menudo se dice que Escher no pertenecía a ninguna “escuela” de arte y 
no fundó ningún “movimiento”, por lo que se supone que no hay artistas con- 
temporáneos que continúen explorando y expresándose inspirados directa- 
mente por su obra. En la sección “El legado artístico de Escher”, el gran nú- 
mero de artistas que hablan aquí y exponen sus obras muestran que esa supo- 
sición es claramente falsa. El trabajo de Escher sembró semillas en las mentes 
de estos artistas, semillas que han dado frutos ingeniosos y originales, algunas 
empleando sus cuidadas técnicas gráficas, otras utilizando medios más moder- 
nos, incluyendo el arte digital. Ellos, como Escher, juegan con la ilusión, con 
la perspectiva y las proyecciones, con las construcciones (tanto reales como 
imposibles), con los espejos, con la simetría y la división del plano, y con la 
metamorfosis. Ellos también utilizan la geometría con maestría, inspirados por 
Escher, pero se guían por ideas que son totalmente suyas. 

Los científicos y educadores se han inspirado en Escher: sus obras han 
proporcionado metáforas visuales para sus teorías, han planteado nuevas pre- 
guntas sobre sus suposiciones, sugirieron nuevos problemas a investigar, y pro- 
porcionaron exploraciones agradables para estudiantes de todas las edades. La 
sección “El legado científico y educativo de Escher” contiene una variedad de 
ensayos de científicos (de muchas disciplinas) y educadores, un testimonio de 
la influencia perdurable de la obra de Escher. 

El CD Rom es una extensión del libro. Contiene versiones en color de mu- 
chas de las obras de arte que se muestran en el libro en blanco y negro, así 
como obras adicionales de los artistas. Ofrece viñetas de la conferencia y la 
impresionante belleza del entorno de Ravello. También ofrece un medio más 
allá de la impresión: hay animaciones, videos cortos y rompecabezas interac- 
tivos. 

La edición de este libro ha sido un reto placentero. Los autores provienen 
de once países diferentes, con muchos idiomas y con una miríada de programas 
informáticos diferentes que codifican palabras e imágenes. Sin embargo, he 
recibido una maravillosa cooperación de todos, y gracias al correo electrónico, 
los discos zip y los CD Roms, fueron capaces de responder rápidamente a las 
muchas peticiones para poner todo esto junto. Quiero agradecer al Moravian 


? El CD Rom no se consiguió... 


College por su apoyo a mi trabajo editorial, poniendo a mi disposición la tec- 
nología y la ayuda tecnológica necesarias. Michele Emmer y yo estamos agra- 
decidos por el aliento y la cooperación de Springer-Verlag, Heidelberg, para 
hacer realidad este libro y CD Rom. 

Bethlehem, agosto de 2001 


Escher, en Roma, de nuevo 


Michele Emmer 


¿Por qué una conferencia y una exposición dedicada a la obra de Maurits 
Cornelis Escher? Escher tenía un destino muy extraño. Sus obras son pro- 
bablemente de las más conocidas del mundo. Pero quizás su gran éxito y la 
dispersión de su obra por todo el mundo son razones por las que su trabajo 
como artista gráfico no es investigado seriamente y no es bien considerado 
por los historiadores del arte. Esta es una de las razones por las que la idea 
de organizar una conferencia y una exposición de la obra de Escher fue to- 
mada por un Departamento de Matemáticas, el Departamento de Matemáti- 
cas de la Universidad de Roma “La Sapienza”. 

Entre las ideas más populares de nuestro tiempo se encuentran las pre- 
sentaciones multimedia y la interdisciplinariedad, incluyendo las relaciones 
entre arte y ciencia. Escher, durante gran parte de su vida artística, fue un 
“atractor” y produjo conexiones entre matemáticos, físicos, grafistas de 
cristales y expertos en percepción visual. Es bien sabido que su primera ex- 
posición importante fue montada durante el Congreso Internacional de Ma- 
temáticos en Amsterdam en 1954. 

Así que aquí hay una conferencia diseñada para que muchos discutan 
sobre simetría, percepción visual, gráficos por ordenador, arquitectura, his- 
toria del arte, matemáticas y psicología, teniendo siempre a Escher como 
punto de partida. El hecho de que tantas personas de diferentes países y dis- 
ciplinas deseen participar en esta conferencia es la razón principal de su 
organización. 


Los párrafos anteriores no son mi apertura al congreso del Centenario de 
Escher celebrado en Roma en 1998, sino que están tomados de la introducción 
que escribí para el catálogo de la exposición de la obra de Escher celebrada en 
el Instituto Holandés de Roma en marzo de 1985. Esta exposición tuvo lugar 
durante la última conferencia internacional sobre Escher, con conferencias en 
la misma “Aula Magna” de la Universidad de Roma “La Sapienza” hace 14 
años. El título de esa conferencia era M. C. Escher: Arte y Ciencia [1], Los 
6000 ejemplares del catálogo de la exposición [2] agotados en tres semanas. 

Puedo usar las mismas palabras para escribir esta introducción a las actas 
del congreso de 1998, porque ahora la fascinación por la obra de Escher es 
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quizás incluso mayor que hace 14 años, aunque gran parte del mundo haya 
cambiado completamente. En 1985 estaba la Unión Soviética y el muro en 
Berlín. Lamento mucho que el profesor Vladimir Koptsik de la Universidad 
Estatal de Moscú, que fue orador invitado para el congreso de 1998, no haya 
podido asistir a último momento. Recuerdo muy bien (y quizás otros que estu- 
vieron en la conferencia anterior también lo recuerden), que durante la confe- 
rencia de 1985 las Brigadas Rojas mataron a un profesor de nuestra universi- 
dad, el profesor Tarantelli. El mundo es muy diferente ahora, pero el interés 
por Escher sigue vivo y sin cambios. 

Este congreso especial para celebrar el centenario del nacimiento de Es- 
cher también se organizó en Roma. Esto es apropiado ya que Escher estuvo en 
Italia y vivió en Roma durante muchos años; por la misma razón se organizó 
una sesión del congreso en Ravello, en la costa de Amalfi. Y una última razón, 
pero no menos importante: mi apellido Emmer es originalmente holandés y 
muy parecido al de “Escher”. 

El congreso de 1998 difirió del de 1985 en varios aspectos. Hubo muchas 
caras nuevas, incluyendo varios artistas contemporáneos, así como algunos 
participantes familiares. Algunos participantes en la conferencia anterior no 
pudieron asistir a ésta, en particular mis coeditores de las Actas de 1985: 
H.S.M. (Donald) Coxeter, Marianne Teuber, y Sir Roger Penrose [1]. Otra di- 
ferencia es que en 1985, Johannes Offerhaus, el enérgico y entusiasta director 
del Instituto Holandés, organizó la exposición de Escher allí y la Reina de Ho- 
landa vino a inaugurar la exposición. Desafortunadamente, Offerhaus murió 
hace unos años. Esta vez, la Embajada de los Países Bajos y el Instituto Ho- 
landés en Roma no tenían ningún interés en apoyar una exposición. (Irónica- 
mente, el agregado cultural de la Embajada Holandesa, respondiendo a mi 
carta de 1996 preguntando si habría interés en patrocinar una nueva exposi- 
ción, respondió que en 1985 se realizó una exposición - por supuesto que él no 
sabía que yo era el organizador). 

Esta vez la Fundación M.C. Escher nos ha dado un apoyo maravilloso para 
las exposiciones de arte en Roma y en Ravello. Quiero agradecerles su aliento 
y cooperación en todos los aspectos del congreso, así como su entusiasta asis- 
tencia a las sesiones. En 1998 tuvimos una exposición privada de tres días en 
el Museo Laboratorio di Arte Contemporanea de la Universidad de Roma “La 
Sapienza”, que tuvo lugar durante el congreso. Aquí, junto con muchos de los 
grabados de Escher, se mostró el trabajo de artistas contemporáneos de muchos 
países, en un Homenaje a Escher [3]. (La exposición se llevó a cabo a pesar 
de las muchas dificultades de importación de las obras de arte para la exposi- 
ción, gracias a las normas de la aduana italiana y otras europeas). La exposi- 
ción en Ravello presentaba casi exclusivamente los grabados poco conocidos 
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de las queridas escenas italianas de Escher. Su recepción de apertura fue una 
parte especial de la sesión del congreso en Ravello, y estuvo abierta al público 
durante un largo periodo de tiempo. Se imprimieron dos catálogos diferentes, 
uno para cada exposición en Roma y otro en Ravello [4], 

Quiero agradecer a muchas personas que ayudaron con los cientos de de- 
talles de organización de este congreso: 

En primer lugar, Doris Schattschneider. Inicialmente presentó los resulta- 
dos de su estudio sobre los cuadernos de simetría de Escher en el congreso 
anterior; unos años más tarde publicó el libro Visions of Symmetry [5], sin su 
gestión de los contactos personales con todos los ponentes, expositores y par- 
ticipantes, habría sido imposible organizar el congreso. 

Mis colegas Valentina Barucci y Stefania Gabelli por organizar la exposi- 
ción de Roma y su catálogo. Alessandra Seghini, directora del laboratorio de 
informática de mi departamento, Alessandro Franchi, técnico informático, y 
Angelo Bardelloni, de nuestra biblioteca: resolvieron muchos problemas téc- 
nicos aparentemente imposibles. Los electricistas del Aula Magna, la policía 
privada, el personal de Latour catering. Michele dell” Aquila para el sitio web 
del congreso, Matteo Emmer para el logo del congreso, animado en la página 
web, y mostrado al principio de este prefacio (sí, es mi hijo y arquitecto). Maria 
Pia Cavaliere y Orietta Pedemonte de la Universidad de Génova, Laura Tedes- 
chini Lalli, de la Universidad de Roma III, que ayudó con los arreglos locales 
y el registro. El Sr. Bruno, por las computadoras Apple y la ayuda técnica. 

El servicial personal del Museo Laboratorio di Arte Contemporanea: Mau- 
rizio Calvesi, el director, Francesca Lamanna, Maurizio Pierfranceschi, que 
siempre estuvo a disposición de los artistas; Linda Riti, Bruno di Martino para 
las presentaciones de vídeo y cine. 

Los estudiantes y graduados que realizaron muchas tareas: Marta Angelilli, 
Massimiliano Amoroso, Daniela Bassi, Alessia Sao, Monica Amore, Maria 
Silvia Cosma, Maria Silvia De Angelis, Andrea di Marco, Daniele Mancini. 

El Sr. Pedrocchi de la agencia de viajes Touring Viaggi. Y para todos los 
arreglos locales en Ravello: Eugenia Apicella y todo el personal del Centro 
Universitario Europeo per i Beni Culturali. Francesco Fortunato, Antonio 
Gisolfi de la Universidad de Salerno, la organización del concierto, la admi- 
nistración pública del Ayuntamiento de Ravello y de la Provincia por su ayuda. 
En particular por el buen tiempo y el mar. Un agradecimiento especial al Al- 
calde de la ciudad Secondo Amalfitano y al Soprintendente dei Beni Ambien- 
tali, Artistici e Storici di Salerno e Avellino Ruggero Martines. 

Un agradecimiento muy, muy especial a Mark y Wim F. Veldhuysen, 
George Escher, y a toda la familia Escher por su incansable entusiasmo y 


apoyo. 


El congreso recibió el apoyo financiero de la Universidad de Roma “La 
Sapienza”, del Dipartimento di Matemática “G. Castelnuovo”, del Consejo Na- 
cional de Investigación C.N.R., de la Fundación M.C. Escher y de Michele 
Emmer. 

En las actas de la conferencia anterior escribí: “Quiero dar las gracias a mi 
hijo Matteo y a mi esposa Valeria, y en particular a mi hijo Tommaso. Sin su 
continuo aliento (y mis amigos saben lo cierto que es esto) el congreso nunca 
habría tenido lugar”. Ahora puedo revelar que Tommaso luchaba contra la leu- 
cemia durante la conferencia de 1985; afortunadamente, se recuperó y ahora 
es médico. Fue Valeria quien sufrió de cáncer durante la conferencia de 1998. 
Murió el 8 de octubre de 1998. Es por eso que este volumen está dedicado a 
ella. Debo dar las gracias a Matteo, Tommaso y Marta. 


Roma, febrero de 1999 
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Nota sobre el CD Rom Co 


Cuando el icono mostrado arriba aparece al principio de un artículo, indica 
que hay material adicional de ese autor en el CD Rom que acompaña a este 
libro. El CD Rom contiene colecciones de obras de arte (en color) de los artis- 
tas participantes, varios videos cortos, un video-ensayo basado en una carta de 
M.C. Escher, algunas animaciones y un rompecabezas interactivo. 

El CD Rom se ejecutará en un PC con Windows 98 o superior o Macintosh 
con OS 8,5 o superior, procesador de 200 MHz o superior, y una resolución de 
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pantalla mínima de 800x600 con una configuración de color alta. Utiliza Acro- 
bat Reader y Quicktime, que pueden ser instalados desde el CD Rom si su 
máquina no los tiene. 


== 


El afecto de Escher por los animales? 


H.S.M. Coxeter 


a Valeria 


De la abundancia de lagartos y otras criaturas vivas en los cuadros de Es- 
cher se deduce claramente que tenía una gran afición por los animales. Un en- 
sayo escrito en la escuela [2, p. 16] termina con las palabras: “Mientras estaba 
sentado tan calladamente solo, un pájaro muy pequeño saltó sobre la nieve - 
quizás era un reyezuelo. Estaba disfrutando del buen tiempo; gorjeaba alegre- 
mente y parpadeaba al sol. Saltó hacia el agua y revoloteó un poco. Luego se 
fue volando, así que yo también me fui.” 

Muchos pájaros menos familiares pueden ser vistos en su xilografía de 
1922, San Francisco. Otras aves, junto con peces y mamíferos, aparecen en sus 
xilografías de los Quintos y Sextos Días de la Creación [2, pp. 208-209], En 
este último, un gato blanco está frotando su lado contra la pata de Eva, mientras 
que un ratón blanco mira sin miedo. 

En 1924, cuando cortejaba a Jetta (que más tarde sería su esposa), hizo un 
relato humorístico e íntimo sobre el apareamiento de dos lagartos: “Un caba- 
llero lagarto enormemente gordo y hermoso, de color verde, negro y blanco, 
yacía tomando el sol cuando una pequeña y delgada dama lagartija gris se des- 
lizaba coqueta de debajo de las hojas secas...”. [2, p. 26] 

Los grabados en madera de 1935 Grasshopper, Dream (ver página 92), y 
Scarabs revelan la cuidadosa precisión con la que dibujó insectos [2, p. 263]. 
Esto también se ve en las nueve hormigas rojas que trepan sobre su Moebius 
Strip 11, grabada en 1963 (ver página 101). 

En la hermosa litografía de 1955 Three Worlds 2, p. 311], el esmerado 
cuidado con el que Escher dibujó el pez gordo es evidente en los estudios re- 
producidos por Bruno Ernst [1, p. 77], quien cita la observación característica 
de Escher: “Estaba caminando por un pequeño puente en el bosque de Baarn, 


3 Este artículo ha sido reimpreso, con permiso, del catálogo de la exposición de la obra 
de Escher celebrada en el Congreso de Escher de 1985 en la Universidad de Roma. A 
petición del editor, George Escher ha hecho algunas observaciones adicionales. 


y ahí estaba, justo delante de mis ojos. ¡Simplemente tenía que hacer una im- 
presión de ello! El título [Three Worlds] surgió directamente de la propia es- 
cena. Regresé a casa y empecé de inmediato con el dibujo”. 


Fig. 1. M.C. Escher, San Francisco 
[Predicando a los pájaros], 1922. Xi- 
lografía 


En su ensayo de 1957 sobre La división regular del plano [2, p. 162] es- 
cribió: “Mi experiencia me ha enseñado que las siluetas de pájaros y peces son 
las formas más gratificantes de todas para usar en el juego de dividir el plano”. 
La silueta de un pájaro volador tiene la angularidad necesaria, mientras que las 
protuberancias e hendiduras en el contorno no son ni demasiado pronunciadas 
ni demasiado sutiles. Además, tiene una forma característica, desde arriba y 
desde abajo, desde el frente y desde los lados. Un pez es casi igual de adecuado; 
su silueta se puede usar cuando se ve desde cualquier dirección menos desde 
el frente”. Estas observaciones están bien ilustradas por las xilografías de 1938 
Sky and Water I y II en las que vemos la paradójica evolución de las aves 
oscuras a partir de peces claros [2, p. 275], 

En una carta de 1957 a su hijo Arthur, Escher escribió: 
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El otro día puse un alambre horizontal con todo tipo de chucherías para los 
pájaros, como todos los años a principios del invierno - una sarta de ca- 
cahuetes, dos bolas de grasa y un poco de corteza de tocino del carnicero... 
Es fascinante ver cómo los pájaros... tienen que aprender cada año a abrir 
las cáscaras de los cacahuetes y sacar las nueces, mientras cuelgan al revés 
de la cuerda.... Aparentemente son incapaces de hacer dos cosas a la vez, a 
diferencia de los colibríes; mientras aletean sus alas, no pueden picotear, y 
mientras picotean, no pueden aletear sus alas. Como resultado, cuelgan 
boca abajo con sus garras sujetadas a la cuerda tan pronto como empiezan 
a picotear, y luego se dan cuenta de que es muy posible comer boca abajo. 
En el momento en que parece un circo: la cuerda, la corteza de tocino y la 
bola de grasa están ocupadas por las tetas... 


Durante su largo viaje en 1960 en el carguero Paolo Toscanelli de Génova 
a Vancouver por el Canal de Panamá, escribió [2, p. 110]: 


De todas las criaturas en el mar, los delfines [2, p. 205] son los más fáciles 
de observar para el pasajero de un barco. En cuanto se dan cuenta de la 
existencia de un barco, se apresuran hacia él, decenas de ellos, preferible- 
mente nadando justo delante de la proa... muy cerca uno del otro. Una y otra 
vez saltan al aire para respirar, levantando todo su cuerpo del agua en un 
hermoso arco, y luego se zambullen primero por la nariz en el mar, o hacen 
una zambullida en la superficie del agua; se dan la vuelta, mostrando sus 
blancos vientres, y casi se les oye reír con placer... Por la noche, en un mar 
fosforescente parecen cohetes de pirotecnia, que se arrastran a la zaga como 
una víbora larga, atravesando largos surcos de luz una luz detrás de ellos. 

Los peces voladores... se multiplican a medida que el mar se calienta... 
Estas pequeñas criaturas de sólo siete a dieciséis pulgadas deben haber acu- 
mulado una enorme velocidad bajo el agua en el momento en que saltan. 
Aparentemente pueden deslizarse hasta doscientas yardas por el aire.... Sus 
largas y bellamente irisadas aletas pectorales azules permanecen inmóviles 
y extendidas, estiradas como las alas de un planeador. 


Adición 
George Escher 


En general, a mi padre no le gustaban los animales de una manera afec- 
tuosa, como frotarles las orejas, acariciarlos o palmearlos en las nalgas. No le 
gustaba el ladrido fuerte de los perros, su afecto intrusivo y baboso, la mirada 


conmovedora de sus ojos. La única manera en que podía disfrutar de la com- 
pañía de un perro era desde lejos, por ejemplo, con un desconocido que lo 
acompañara en una caminata, trotando inquisitivamente a lo largo de la zanja, 
preocupado por sus propios asuntos, sin entrometerse en la privacidad de su 
padre. 

En casa tuvimos un gato una vez, nunca otras mascotas. A ese gato le gus- 
taba acurrucarse en el regazo de mi padre y a mi padre le gustaba la suavidad 
de su pelaje, su desprendimiento, su calidez y limpieza. Ese gato era blanco y 
negro, pero papá hubiera preferido que hubiera sido perfectamente negro, un 
ideal del que hablaba de vez en cuando, pero que nunca se esforzaba por obte- 
ner. 

Mi padre disfrutaba mucho de los pájaros. Podía escuchar con deleite su 
canto, y encontró algo intensamente fascinante en sus movimientos, su com- 
portamiento y la magia de su vuelo. Parte de su encanto debe haber sido su 
orden, el juego de patrones en su apariencia y acciones, y su inaccesibilidad. 

El orden, el sentido de la maravilla, el sentido de los patrones, el mantener 
la distancia, eran parte de la propia naturaleza de mi padre. Éstos deben haber 
determinado en gran medida el tipo de animal que más le gustaba mirar y con 
el que más se identificaba. En cuanto a la aparición de aves, peces o lagartos 
en sus patrones periódicos, mi padre siempre sostuvo que no podía hacer mu- 
cho al respecto. Las reglas del teselado y su deseo de hacer formas reconocibles 
condujeron casi automáticamente a ese resultado. 

Una última observación sobre las observaciones de Coxeter. En cuanto a 
“el esmerado cuidado con el que Escher dibujó el pez gordo... hay que señalar 
que la carpa fue copiada de un gran pez chino bordado en oro, que colgaba de 
la pared de su estudio...”. 
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La selección es distorsión e 


Bruno Ernst (Hans de Rijk) 


La primera vez que visité a Escher en su estudio de Baam estaba termi- 
nando el dibujo para Print Gallery (ver página 80). Esto fue en 1956. Comenté 
que no me gustaba el dibujo por la fea cruz que llenaba la parte superior iz- 
quierda del dibujo. Cuando llegué a casa, le escribí sugiriendo que podría ca- 
muflar la cruz dejando que una clemátide se subiera a ella. ¡Imagina lo desca- 
rado que fue eso! Escher tenía casi sesenta años, se había ganado sus galones 
como artista gráfico y ya gozaba de un reconocimiento considerable como 
creador de grabados muy inusuales. Tenía treinta años y era profesor de mate- 
máticas. Me escribió una carta explicándome por qué era imposible que una 
clemátide se subiera a un marco de ventana, y luego me dijo que sus grabados 
no estaban destinados a crear algo hermoso, sino a evocar una sensación de 
asombro en los espectadores. 


Escher en su estudio de Baam, 1969. Foto de Bruno Ernst 


Su reacción fue elocuente porque demuestra la seriedad con la que se tomó 
la crítica de un joven que apenas conocía su trabajo. En una larga carta a su 
hijo Arthur sobre mi visita, no tenía ni una sola palabra de condena de mi com- 
portamiento. Escribió: “Estaba muy interesado en mis chistes sobre la perspec- 
tiva, y especialmente en mi impresión de inversión Convexo y Cóncavo... así 


como en mis divisiones regulares del plano”. Más tarde, cuando supe más so- 
bre la obra de Escher, me di cuenta de lo estúpida que había sido mi primera 
reacción a su Galería de Impresión; ahora estoy convencido de que esta impre- 
sión es, con mucho, uno de los mayores logros de Escher. 


Fig. 1. M.C. Escher, Ascending and De- 
scending, 1960. Litografía 


Durante mucho tiempo mi mayor admiración fueron los grabados de Es- 
cher con una arquitectura extraña y a veces imposible y escribí artículos sobre 
ellos en varias publicaciones periódicas. Sus divisiones regulares del plano me 
animaron a estudiar este asunto en publicaciones cristalográficas y me impre- 
sionó ver cómo había elaborado este material de forma muy sistemática y a su 
manera en varios libros de trabajo antes y durante la Segunda Guerra Mundial. 
Así que las arquitecturas extrañas y las divisiones regulares del plano fueron 
durante mucho tiempo, para mí, los temas más atractivos de la obra de Escher. 

¿No es extraño que estos dos temas atraigan más el interés de la gente por 
Escher, por lo que la mayoría de los grabados de Escher realizados antes de 
1938 son bastante desconocidos? ¿Y también que el interés por sus obras pos- 
teriores se limita a quince o veinte grabados, representados principalmente por 
divisiones regulares de superficies y por figuras imposibles? Esto ha creado la 
imagen de un Escher que dibujó divisiones de superficies con lagartos, pájaros 
y peces que milagrosamente se transforman en otras figuras, y de un Escher 
que inventó edificios imposibles, inexistentes y retrató todo tipo de ilusiones 
ópticas. Esta imagen no es sólo unilateral, sino también incorrecta. Es una dis- 
torsión que no hace justicia a la obra de Escher; ignora lo que Escher quería 
transmitir a través de sus impresiones. 
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Aunque Escher se identifica con figuras imposibles, sólo realizó tres gra- 
bados con figuras imposibles —Waterfall, Belvedere y Ascending and Descen- 
ding— en el corto período de 1958 a 1961 (Fig. 1; también, ver páginas 91, 
170). Belvedere se basaba en el cuboide imposible, que él mismo inventó. La 
figura imposible en la que se basaba Waterfall, la tomó prestada de Penrose y 
la estructura en Ascendente y Descendente también se basaba en una idea de 
Penrose. Hay que añadir que en esta última impresión, la forma en que Escher 
la elaboró dio como resultado una curiosa arquitectura, pero la construcción 
subyacente no es imposible. Las figuras imposibles fueron descubiertas por 
primera vez en 1934 por el artista e historiador de arte sueco Oscar 
Reutersvárd. Pero el público no estaba preparado para apreciar tales imágenes 
y además Reutersvárd presentó sus creaciones en forma abstracta, no en im- 
presiones que sugirieran un mundo real. 


Fig. 2. Dos cajas. ¿Son iguales 
los lados negros? 


También es un error pensar que Escher representaba ilusiones ópticas. Por 
supuesto, Escher conocía muchas ilusiones ópticas; estaba interesado en ellas 
y también las disfrutaba. Sin embargo, nunca las eligió como punto de partida 
para una impresión. Voy a dar un ejemplo aquí. En la Fig. 2 se ven dos cuadros. 
Nuestra percepción visual nos dice que el izquierdo es más alargado que el 
derecho. Pero si tomas un trozo de papel y lo cortas para que cubra exactamente 
el lado negro de la caja derecha, descubrirás que el mismo trozo de papel tam- 
bién cubre exactamente el lado negro de la caja izquierda. Le pedí a un amigo 
(Fred van Houten, que ha hecho muchas figuras imposibles) que vistiera las 
dos cajas para que parecieran más realistas. El resultado de su trabajo informá- 
tico se reproduce en la Fig. 3. Sin duda, Escher habría añadido este cuadro a 
su querida colección de grabados que se exhiben en la puerta de su armario, 
pero nunca se habría sentido tentado a hacer algo así por sí mismo. Estaba 
ocupado con cosas muy diferentes. Vestir ilusiones ópticas estaba totalmente 
fuera de su alcance. 
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Fig. 3. Dos cajas de cerillas. 
Fred van Houten 


Intención y percepción 


ESCHER HA 


woodcut 


perception SPEC 


Fig. 4. M.C. Escher, Puddle, 
idea E 1952. Xilografía. Texto circun- 
dante de Bruno Ernst 


Siempre habrá una discrepancia entre la intención de un artista y la impre- 


sión y las ideas que entran en la mente de un espectador confrontado con una 
obra de arte. En el caso de Escher, esta discrepancia (o diferencia) puede ser 
grande. Voy a ilustrar esto con la impresión Puddle (Fig. 4). La mayoría de la 
gente encuentra esta impresión atractiva. En cuanto a la composición y el es- 
tado de ánimo, es un grabado atractivo. Pero el suelo fangoso, con su pequeño 
charco de agua y las huellas de coches, bicicletas y zapatos, no es más que la 
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representación de una idea, como lo son el cielo, los árboles y el sol, reflejado 
en la piscina. Lo que Escher quería expresar era la posibilidad de nuestra per- 
cepción y la capacidad de representar mundos diferentes en el mismo papel. 
Incluso se podría decir, aunque Escher nunca lo insinuó, que la dimensión tem- 
poral también se hace presente en la impresión: las huellas en el barro son 
reliquias de acontecimientos que tuvieron lugar en el pasado. En resumen, Es- 
cher pretendía ilustrar el hecho notable de que el dibujo permite mostrar dos 
mundos diferentes al mismo tiempo en el mismo lugar. Pero la mayoría de los 
espectadores tienen otra percepción e idea: incluso un charco en un sendero a 
lo largo del borde de un bosque es hermoso. 


Selección por parte del público 


La obra de Escher es inmensamente popular. Pero como señalé antes, esto 
sólo es válido para un grupo limitado de sus impresiones. Tres de sus poco 
apreciados grabados son Doric columns (1945), Three Spheres (1945) y Dra- 
gon (1951). Los tres expresan el mismo hecho de la representación bidimen- 
sional: mientras se representan formas tridimensionales de nuestro entorno o 
de nuestra fantasía, el espectador es realmente engañado, porque no hay una 
tercera dimensión — todo es plano. En Doric columns, Escher dibujó primero 
dos columnas dos veces más largas que las que se ven en la impresión (Fig. 5). 
Luego hizo incisiones para recortar tres cuartas partes de las columnas, dobló 
estas partes e hizo un nuevo dibujo del conjunto. Para la mayoría de la gente 
el resultado es un enigma. Pero el mensaje es claro: el dibujo es una ilusión. 
O, si se quiere decir con más fuerza: representar es engaño. 

En Three Spheres la esfera superior no es una esfera en absoluto, sino un 
dibujo plano con círculos y elipses (Fig. 6). Sin embargo, nuestro sistema vi- 
sual convierte la imagen en una esfera tridimensional. La figura del medio es 
convertida por el espectador en un huevo, pero Escher ha dibujado la misma 
figura que la de arriba, pero ahora doblada. 

Finalmente, en la parte inferior de la impresión, la misma figura se coloca 
plana para dejar claro el mismo mensaje: Dibujo figuras planas pero se ven 
objetos tridimensionales. Y esto es tan común que no nos sorprende. Pero sí 
sorprendió a Escher y con estos dibujos quiso transmitir su maravilla al espec- 
tador. En Dragon, aquellos que no se centran en la incisión en el vientre del 
dragón (y sus consecuencias) pierden el punto de que el dragón es simplemente 
una figura en blanco y negro sobre una superficie plana (ver página 456). 
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Fig.5. M.C. Escher, Doric Columns, 
1945. Xilografía 


Fig. 6. M.C. Escher, Tres Esferas, Fig. 7. Dibujo de las tres esferas en otra 
1945. Xilografía posición. Bruno Ernst 
La selección por parte del público es, por supuesto, natural. A nadie se le 

puede obligar a que le guste una impresión o a que la encuentre interesante. 
Sin embargo, es importante señalar que tal selección -especialmente en el caso 
de Escher- da una falsa impresión de su obra. Lo que quería expresar sufre de 
distorsión. Aquellos que realmente quieran conocer a Escher y su obra tendrán 
que considerar toda su obra y su obra como un todo. 


Intenciones de Escher 


Entonces, ¿cuál era la intención de Escher y la esencia de su obra? Antes 
de 1937 no había ningún camino particular que Escher siguiera. Fue un período 


en el que absorbió muchas impresiones y las fijó en bocetos, xilografías y lito- 
grafías. En los aproximadamente 110 grabados que realizó a partir de 1937, 
vemos un informe de un viaje de descubrimiento. Cada impresión puede ser 
vista como una página del “diario de navegación” que mantuvo al día durante 
este viaje. ¿Qué quería descubrir Escher? 

El primero en ver la obra de Escher en la perspectiva correcta fue su amigo 
francés de toda la vida, Albert Flocon, profesor de la Ecole des Beaux Arts de 
París. Tenía una amplia gama de intereses, pero su trabajo principal era la pers- 
pectiva. Fue el padre de la perspectiva curvilínea, con la que pudo dibujar es- 
cenas con una visión de 180" [4], escribió en 1965 un largo artículo sobre la 
obra de Escher en la revista de arte Jardin des Arts y clasificó a Escher entre 
los “artistas pensantes”, nombrando también a Piero della Francesca, Da Vinci, 
Diirer, Jamnitzer, Bosse-Desargues y Pere Nicon. Para estos artistas, el arte de 
ver y la representación de lo que se ve están vinculados con la investigación 
fundamental en este campo [5], la Figura 8 muestra una página de una publi- 
cación de Jamnitzer que estaba en posesión de Escher [6], es un grabado en 
madera de poliedros dibujado por Jamnitzer en la perspectiva correcta — un 
producto de la ciencia y el arte. También es claramente la obra de un “artista 
pensante” como Albert Flocon tenía en mente cuando tipificó a Escher como 
tal. 

Escher fue un científico en su investigación y un artista en la representa- 
ción de sus hallazgos. Para Escher, todo giraba en torno a la investigación de 
la naturaleza de su trabajo: la representación. Al hacerlo, se topó con preguntas 
como: ¿qué posibilidades ofrece una superficie plana si queremos llenarla 
completamente con figuras congruentes? Cómo luchó contra este problema y 
las victorias que logró se describen en detalle en Visions of Symmetry, escrito 
por Doris Schattschneider [8]. En la Fig. 9 reproducimos uno de sus ejemplos 
más atractivos e ingeniosos. Es una de las pocas divisiones regulares que tam- 
bién utilizó para una impresión - el grabado en madera a color Horseman 
(1946) en el que se representa una banda topológicamente interesante. Escher 
también usó sus divisiones regulares en sus intentos de visualizar el concepto 
de infinito. Circle Limit HI (1959) es quizás su expresión más perfecta del in- 
finito (ver placa de color 4). 

Escher estaba intrigado no sólo por las limitadas posibilidades de repre- 
sentar un mundo tridimensional en una superficie bidimensional, sino también 
por las muchas posibilidades adicionales de expresión que no están disponibles 
para un escultor que trabaja en tres dimensiones. La exploración de esas mu- 
chas posibilidades fue la fuente de sus impresiones más famosas: la extraña 
arquitectura encontrada en Balcony (1945), Other World (1947), Up and Down 
(arriba y abajo) (1947), House of Stairs (1951), Relativity (1953), Convex and 


Concave (1955), Print Gallery (1956), y los tres grabados discutidos con an- 
terioridad, Belvedere (1958), Ascending and Descending (Ascender y descen- 
der) (1961), y Waterfall (1961). Aquí encontramos la interfaz de Escher con 
las ilusiones ópticas, no como una colección de notables peculiaridades de la 
percepción visual como se ve en los libros de texto, sino como la ilusión óptica 
predominante: las imágenes planas son convertidas por nuestro sistema visual 
en objetos tridimensionales aunque estos objetos no existan o no puedan existir 
en nuestro mundo real. No notamos ni experimentamos como algo extraordi- 
nario que las imágenes planas sean vistas como objetos tridimensionales, pero 
Escher nos recuerda con sus impresiones lo extraordinario que es este fenó- 
meno, y los resultados increíbles a los que puede conducir. 


Fig. 8. Polígonos en perspectiva 
por Jamnitzer, 1568 


Fig. 9. M.C. Escher, dibujo de si- 
metría no. 67, 1946 
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Sólo la expresión más perfecta 


Es notable, pero totalmente de acuerdo con la naturaleza de las impresiones 
de Escher como reflejo de su investigación, que nunca se reitere. No estaba 
muy interesado en hacer hermosas fotografías, sino en representar ideas recién 
descubiertas. Por lo tanto, frecuentemente llamaba a sus impresiones ilustra- 
ciones de pensamientos. Tal idea a veces lo mantenía ocupado durante muchos 
meses e hizo un gran número de estudios preliminares para elaborar la presen- 
tación final en una copia impresa. Estos estudios son a menudo tan interesantes 
que podrían utilizarse fácilmente como base para una buena impresión. Por 
ejemplo, la Fig. 10 muestra uno de sus últimos estudios preliminares de Up 
and Down (ver página 49); yo mismo completé este boceto. Por supuesto que 
este boceto no es una copia de Escher. 


Fig. 10. Estudio preliminar para la im- 
presión de Escher Up and Down, reali- 
zado por Bruno Ernst 


No utilizó este intento para expresar su idea. Quería un grabado que mos- 
trara la expresión más perfecta de su idea y no le pareció que valiera la pena 
hacer una impresión de lo que podría ser un buen tema en sí mismo. Después 


de completar una impresión (que siempre le decepcionó), continuó con nuevas 
ideas que a menudo surgieron durante la paz y tranquilidad de tallar un bloque 
de madera para imprimir o copiar su dibujo en litografías. 


Mapeo de la obra de Escher 


En 1968 intenté por primera vez mapear la obra de Escher en un gráfico. 
Una de las paredes de mi estudio estaba cubierta con reproducciones y fotos 
de sus impresiones en orden cronológico. Hacer un inventario me dio una idea 
de cómo avanzó el interés de Escher en el tiempo. Cuando hablé de esto con 
Escher por primera vez, se rió de ello. Pero después de algún tiempo estuvo de 
acuerdo con mi análisis, que se puede encontrar en el capítulo 5 de El espejo 
mágico de M. C. Escher [3]. Allí hablo del desarrollo sistemático de la obra de 
Escher y de las intenciones de sus impresiones. En este artículo, sólo puedo 
dar un resumen de lo que contiene esa discusión. 


Una nueva categoría de impresiones 


Me gustaría aprovechar esta oportunidad para mencionar un tema de la 
obra de Escher que no aparece en mi estudio de su obra. Siempre lo había 
pasado por alto y nunca lo había discutido con Escher. Una vez me confió: “No 
sé dibujar en absoluto. Incluso para las cosas más abstractas como los nudos y 
las bandas de Moebius, primero hago modelos de papel que luego copio con 
la mayor precisión posible. Es mucho más fácil para los escultores: todo el 
mundo puede moldear. No tengo problemas con el moldeado, pero sí con el 
dibujo. Lo encuentro terriblemente difícil; no puedo hacerlo bien. Dibujar es 
mucho más difícil, mucho más intangible, pero se puede sugerir mucho más 
con él”. 

Por supuesto, su lamento “No puedo dibujar” es una exageración. Lo que 
Escher quiso decir es que carecía del don de muchos artistas que pueden dibu- 
jar sin esfuerzo varias escenas adornadas con humanos y animales, sin un mo- 
delo. Hay una serie de grabados para los que escogió expresamente los temas 
más difíciles que suponen un verdadero reto para un artista. Le gustaba resol- 
ver problemas difíciles de una manera satisfactoria. El hecho de que me per- 
diera esta obsesión de Escher es extraño, ya que Escher me había dado una 
pista clara cuando habló conmigo sobre sus espirales impresas. Fue difícil para 
mí decidir el lugar de este grabado en su obra. Escher me dijo que hizo esta 
impresión después de haber visto un toro hecho de bandas en espiral en un 


libro sobre la perspectiva de Daniel Barbara [1] (Fig. 11). Era intrigante que se 
pudiera ver el interior del toro, pero a Escher le molestaba que no estuviera 
muy bien dibujado. Así que se propuso hacerlo no sólo mejor, sino que también 
lo hizo más dificultoso: no representaría un simple toro con bandas en espiral, 
sino un cuerpo que se volvería más y más delgado y seguiría girando en espiral 
hacia sí mismo. Realizó numerosos estudios preparatorios [7, pp. 166-167] que 
muestran que era un maestro en la construcción de perspectivas inusuales. Y 
el resultado fue un hermoso grabado en madera de color (Fig. 12). Pero no era 
popular, ya que Escher sólo vendía tres o cuatro copias, y por lo que sé, sólo 
imprimía diez. 
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Fig. 11. Toro con bandas en espi- 
ral. Diseño de Barbaro, c. 1568 
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Fig. 12. M.C. Escher, Spirals, 
1953. Xilografía 


La fascinación de Escher por los difíciles problemas de construcción por 
los que podía iluminar las partes invisibles de los objetos tridimensionales tam- 
bién se puede ver en Two Intersecting Planes (1952), Concentric Rinds (1953), 
Three Intersecting Planes (1954), Sphere Spirals (1958), Four Regular Solids 
(1961), y Knots (1965). Estas impresiones no son las más apreciadas. De he- 
cho, uno es considerado un “Escher” tan atípico que la única reproducción que 
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se puede encontrar es en el catálogo completo de su obra [2]. Creo que sólo 
unas pocas personas han prestado atención a esta impresión: Tres planos de 
intersección (Fig. 13 y placa de color 5). Sin embargo, les mostraré que esta 
impresión es intrigante y una impresión realmente “típica” de Escher. Hay tres 
planos — blanco, verde y negro - que son perpendiculares entre sí. En la Fig. 
141 sólo se dibujó la blanca. El punto de intersección de los tres planos está en 
el centro de la impresión. Fácil de dibujar, pero no si quieres mostrar las partes 
ocultas de los planos. Así que Escher intentó abrir cada plano para que se pu- 
dieran ver los otros planos a través de los agujeros. Cada plano es como un 
tablero de ajedrez con sólo los cuadrados blancos, donde los negros han sido 
recortados. El plano converge al infinito en el punto de fuga V1. Los tres vér- 
tices del triángulo (que representan los vértices de un tetraedro) son puntos de 
fuga de los tres planos. 


Fig. 13. M.C. Escher, Three 
Intersecting Planes, 1954. 
Xilografía 


Fig. 14. Dibujo de uno de los 
tres planos de los tres planos 
de intersección de Escher 


Quizás no le impresione el resultado del esfuerzo de Escher en este gra- 
bado; sin embargo, estos grabados no apreciados, quizás incluso más que los 
más atractivos, muestran las formas imaginativas de Escher de ayudarnos a ver 
las ideas que él imagina. 
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Ravello: Un lugar Escheriano Es 


Michele Emmer 


a Valeria 


RANcg Lio 


Ravello y la costa de Amalfi. Dibujo de Francesco Fortunato, 1999 


Hace años, cuando Doris Schattschneider estaba preparando su libro Vi- 
sions of Symmetry (Visiones de simetría) [9], me envió una carta preguntán- 
dome si podía ayudar a localizar algunos mosaicos árabes que ella creía que 
podrían estar en Ravello; había encontrado dibujos sueltos de ellos en los ma- 
teriales de Escher. Me puse en contacto con un amigo, Francesco Fortunato, 
un arquitecto que vive en Ravello y es un gran fan de Escher, que inmediata- 
mente reconoció los bocetos de Escher. 


Mosaicos en una columna del púlpito del Duomo de Ravello. 
Fotografía de Doris Schattschneider 


Los mosaicos originales adornan el púlpito del Duomo de Ravello. Doris 
pensó que era raro encontrar mosaicos o motivos árabes en Ravello. De hecho, 
no lo es; los moros ocuparon la costa de Amalfi durante siglos. Forman parte 
de la historia de Ravello, un lugar tan querido por Escher, que estuvo muchas 
veces en Ravello. En particular, en el Hotel Toro es posible ver en la pared un 
motivo escheriano, realizado para conmemorar su estancia. 


M.C. Escher, árbol de Carruba [En Ra- 
vello], 1932. Xilografía 


Escher y Ravello 


Escher visitó Ravello por primera vez en 1923; salió de Pompeya el 14 de 
marzo y tomó el tren a Vietri; desde Vietri tomó un coche tirado por caballos 
hacia Ravello. Fueron necesarias tres horas para recorrer la hermosa ruta a lo 
largo de la costa de Amalfi. Escher se alojó en el Hotel Toro. Aquí, el 31 de 
marzo, la familia Umiker llegó con su hija Jetta, que más tarde se convertiría 
en su esposa. Escher se sintió muy atraído por las plantas y el paisaje de la 
costa de Amalfi; después de más de dos meses, dejó Ravello en junio. En el 
verano de 1931 la familia Escher estuvo de nuevo en Ravello. En ese momento, 
Escher hizo muchos bocetos que se convertirían en impresiones de escenas en 
Ravello y sus alrededores (véanse las páginas 93-95 y la placa de color 1). 

No se puede visitar Ravello y no estar profundamente afectado por él. Mar- 
jorie Senechal, una participante de la conferencia, escribió: 


¿De dónde sacó esas escaleras, esos lagartos? Los participantes en el Con- 
greso del Centenario de Escher en junio de 1998 tuvieron la oportunidad de 
averiguarlo. Después de tres días de conferencias, exposiciones y discusio- 
nes en Roma —hogar de M. C. Escher y su familia de 1925 a 1935— el 
Congreso se trasladó al sur a Ravello, un pequeño pueblo de montaña que 
Escher había amado. En Ravello, las primeras impresiones de Escher de 
paisajes italianos cobran vida. Allí también se descubren temas que reapa- 
recen más tarde en las obras conscientemente geométricas por las que llegó 
a ser famoso en todo el mundo: lagartijas verdes se deslizan a lo largo de 
las paredes de piedra, los arcos de los claustros retroceden hasta el infinito, 
y columnas, balcones y escaleras se unen en una arquitectura fantástica. 

Horrorizado por el ascenso del fascismo, Escher dejó Italia para ir a 
Suiza y Bélgica, y luego regresó, para siempre, a su Holanda natal. Pero por 
el resto de su vida, esos lagartos y esa arquitectura se insinuaron en sus 
xilografías y litografías, como en un sueño. [10] 


La primera vez que tuve la idea de organizar una conferencia y una expo- 
sición para celebrar Escher en Ravello fue cuando visité Amalfi en 1989 para 
ver una exposición dedicada al Gran Tour que tantos artistas de los últimos dos 
siglos habían realizado en Italia. Había una pequeña sección de la exposición 
dedicada a Escher, titulada El misterioso mundo de Maurits C. Escher [8], En 
el catálogo se escribía que Escher vino por primera vez a Ravello y Amalfi en 
1931. El catálogo reproducía los grabados de Escher de la iglesia y de la pe- 
queña ciudad de Atrani en el mar, a cinco kilómetros de Ravello. 


Un motivo escheriano en el cartel del Hotel Toro. Fotografía de Kevin Lee 

Escher utilizó muchos de sus dibujos y litografías del paisaje del sur de 
Italia como base de datos para sus obras más famosas. Cuando conocí la obra 
de Escher a finales de los años 60, ya que mi padre es cineasta, mi idea era 
hacer una película utilizando las imágenes de Escher. No sabía entonces que 
el propio Escher utilizaba la técnica cinematográfica para describir sus obras 
[4], [6]. En particular, me atrajo su Metamorphose II, que es una larga imagen 
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horizontal, una secuencia que puede describirse en animación, como un per- 
petuum mobile, un movimiento sin fin (página183). En esta impresión, la pelí- 
cula podía añadir movimiento a la imagen original, de modo que se podía ver 
realmente la animación y la transformación, la cascada visual de una imagen a 
la siguiente. 

La imagen final de Metamorphose es la iglesia de Atrani (color placa 1). 
La metamorfosis es una especie de testamento para Escher: está el paisaje ita- 
liano, su querida costa de Amalfi; hay peces y pájaros, que él consideraba tan 
fáciles de diseñar y tan fáciles de reconocer; está el uso de simetría, teselados 
tomados de sus cuadernos; y está la transformación, la técnica cinematográfica 
que ya utilizaba Giotto, más de seis siglos antes que él. (En 1938, mi padre, 
Luciano Emmer, realizó un documental que, mediante la técnica de la disolu- 
ción, hizo que las figuras de Giotto en sus frescos contaran su propia historia 


[3]. 


Ravello 


Parece que la pequeña ciudad de Ravello fue iniciada en el siglo VI por un 
grupo de romanos que intentaban escapar de la invasión de los hunos, los godos 
y los visigodos. Se considera que los primeros vestigios de la historia de Ra- 
vello son del siglo IX. El primer nombre de la ciudad fue Rebello y sus habi- 
tantes fueron llamados rebeldes porque lucharon con el poderoso pueblo cer- 
cano de Amalfi. Más tarde el nombre se convirtió en Ravello (hermosa casa: 
bello). La ciudad fue sometida por Amalfi en el siglo XI. Durante su época de 
mayor prosperidad en el siglo XIII, Ravello tenía casi 40.000 habitantes. 

El pueblo fue celebrado por Boccaccio en el Decamerón, en un cuento de- 
dicado a Landolfo Rufolo. 


Creía que el puerto deportivo de Reggio a Gaeta es casi la parte más encan- 
tadora de Italia, donde, muy cerca de Salerno, y una costa sobre el mar, que 
los habitantes llaman la costa de Amalfi, lleno de pequeñas ciudades, jardi- 
nes y fuentes, y los hombres ricos y procacciantia en el acto de mercatantia 
es como algunos otros. Entre ellos, hay una ciudad llamada Ravello, en la 
que, como hoy en día hay hombres ricos, ya había una que era muy rica, 
llamada Landolfo Rufolo. [1] 

Pocas partes de Italia, si es que hay alguna, se consideran más encanta- 
doras que la costa entre Reggio y Gaeta. En esta región, no lejos de Salerno, 
hay una franja de tierra con vistas al mar, conocida por sus habitantes como 
la costa de Amalfi, que está salpicada de pequeños pueblos, jardines y fuen- 
tes, y que está repleta de ricos y emprendedores comerciantes como los que 


se pueden encontrar en cualquier parte. En una de estas pequeñas ciudades, 
llamada Ravello, vivió una vez un tal Landolfo Rufolo, y aunque Ravello 
todavía tiene su cuota de hombres ricos, este Rufolo era un hombre muy rico. 


(2] 


El Decamerón fue escrito por Giovanni Boccaccio entre 1348 y 1353; Boc- 
caccio tenía varios amigos en Ravello, entre ellos el gramático Angelo di Ra- 
vello. El héroe de la historia de Boccaccio se basa en un Lorenzo Rufolo que, 
tras perder el favor del rey angevino, recurrió a la piratería antes de ser captu- 
rado y encarcelado en un castillo de Calabria, donde murió en 1291. El pulpito 
adornado de la catedral de Ravello está dedicado a la familia Rufolo. 


M.C. Escher, Ravello y la 
costa de Amalfi, 1931. Li- 
tografía 


Amalfi y Ravello tuvieron importantes contactos comerciales con las otras 
naciones del Mediterráneo, en particular con los bizantinos y los moros. Así, 
los árabes tuvieron una importante influencia en la cultura y el arte de la costa 
amalfitana. La guía Pistolesi de 1845 señalaba con gran admiración que Atrani 
podría haber sido fácilmente confundido con una parte de Túnez o Argel. En 
1853 el rey Fernando II completó la ruta de Salerno a Amalfi, la ruta que Gre- 
gorovius recorrió en el siglo XIX en su Gran Recorrido [7]. Visitó Ravello y 


se sintió particularmente atraído por la influencia de los moros en su arte y 
arquitectura. Describió la ciudad de Ravello como una típica ciudad morisca, 
con torres y casas muy cerca unas de otras — ¡y los mosaicos y los arabescos! 
Muchos árabes, así como soldados árabes, vivían allí. 


Ravello y la costa de Amalfi. Fotografía de Doris Schattschneider 


Gregorovius se sintió especialmente atraído por Villa Rufolo.* La familia 
Rufolo era una de las familias más importantes de la ciudad. Este palacio po- 
dría llamarse una pequeña Alhambra (y todo el mundo sabe muy bien el fuerte 
impacto que la Alhambra de Granada tuvo en Escher). El compositor Richard 
Wagner también estaba fascinado por Villa Rufolo. “¡Este es el jardín mágico 
de Klingsor!” exclamó Wagner el 26 de mayo de 1880. Fue en este lugar donde 
escribió la cuarta escena del Acto II del Parsifal. Esta es una de las principales 
razones por las que Ravello celebra cada año un famoso festival de música 
sinfónica (el festival de 1998 comenzó con Giuseppe Sinopolil * y terminó 
con Zubin Mehta). Parsifal de Wagner estuvo en escena en 1997; Valkyrie en 
1998. 

La mejor manera de entender por qué tanta gente se ha sentido atraída por 
Ravello es paseando y descubriendo los secretos de esta pequeña ciudad. Va- 
rias fotos de Ravello están en el CD Rom. 


1 Este es el lugar de Ravello donde se celebró el congreso del Centenario de Escher de 
1998 y la exposición de Escher. 


3 El Maestro Sinopoli murió en Berlín el 20 de abril. 2001. 
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Una placa conmemorativa 
de la residencia de Escher 
en Ravello. Fotografía de 
Doris Schattschneider 


Quisiera terminar con un poema, un poema árabe, que es posible encontrar 
grabado en una piedra en Villa Cimbrone, una de las villas más bellas de Ra- 
vello: Es del Rubayyat de Omar Khayyam, LXXIV, escrito en el siglo XL 


Ah, luna de mi deleite, que no cesa de menguar 

La luna del cielo está saliendo una vez más, 

¡Cuán a menudo se levantará de aquí en adelante 
Por este mismo jardín después de nosotros en vano! 


Referencias 


[1] G. Boccaccio, Decamerone, seconda giornata, novella quarta, Einaudi ed., 
Turín, 1955, p. 93. 

[2] G. Boccaccio, The Decameron, traducido por G.H. McWilliam, Penguin 
Books, Londres, 1995, p. 92. 

[3] L. Emmer, con E. Gras y T. Grauding, “Racconto di un affresco” 1938; 
nueva edición después de la Segunda Guerra Mundial con música de Ro- 
man Vlad. 

[4] M. Emmer, “M.C. Escher: Art, Math, and Cinema”, en este volumen, p. Xx 

[5] M. Emmer, “Movies on M.C. Escher and Their Mathematical Appeal” en 
M.C. Escher: Arte y Ciencia, H.S.M. Coxeter, M. Emmer, R. Penrose, M. 
Teuber, eds., North-Holland, Amsterdam, 1986, cuarta eds. p. 249-262. 

[6] M.C. Escher, Regelmatige Vlakverdeling, Fundación De Roos, Utrecht, 
1958. 

[7] F. Gregorovius, Wanderjahre in Italien, Lipsia, 1872. 

[8] D. Richter, ed., Alla ricerca del Sud: tre secoli di viaggi ad Amalfi 
nell 'immaginario europeo, La Nuova Italia ed., Florencia, 1989, p. 227- 
232. 


—41— 


[9] D. Schattschneider, Visions of Symmetry: Notebooks, Periodic Drawings 
and Related Work of M.C. Escher, W.H. Freeman € Co., Nueva York, 
1990, p. 12-13. 

[10] M. Senechal, ed. “Parallel Worlds: Escher and Mathematics, Revisited”, 
The Mathematical Intelligencer, vol. 21, no. 1 (1999) 17. 


=49:= 


Misterio, clasicismo, elegancia: una persecución sin fin tras 
la magia 


Douglas R. Hofstadter 


Un ensayo en honor de Bruno Ernst, Hans de Rijk y el Hno. Erich 
— Los tres apreciadores más profundos de Escher 


¿Un no-artista de un no-artista? 


Estoy pasando las páginas del gran volumen M. C. Escher: Su vida y obra 
gráfica completa, que compré hace muchos, muchos años. Pasé rápidamente 
por Metamorfosis, Cielo y Agua, Dibujo de Manos, Relatividad, Cascada, Bel- 
vedere, Galería de Grabados, y muchos otros —las obras familiares que me 
atraparon por primera vez con un repentino e irresistible tirón visual (la mayo- 
ría de ellas premiadas con una página completa o al menos media página en 
ese libro), obras que realmente me intoxicaron hace media vida— y en cambio 
mi ojo se ve atrapado por imágenes mucho más pequeñas, imágenes de paisajes 
marinos mediterráneos o de pueblos italianos, imágenes de un árbol o de un 
granero cubierto de nieve, imágenes que parecen mucho más simples y menos 
llamativas, mucho menos interesantes que aquellas para las cuales M.C. Escher 
se ha hecho famoso en todo el mundo. 

Y sin embargo, al hacerlo, siento que estoy en contacto más profundo con 
M.C. Escher que nunca antes, y estoy apreciando, más que nunca antes, su arte. 
Y utilizo la palabra con mucho cuidado y de forma muy deliberada, ya que 
M.C. Escher ha sido atacado, tal vez inevitablemente, por segmentos del 
mundo del arte contemporáneo como “no un artista”. De hecho, en las librerías 
de los museos de arte de hoy en día, es común encontrar, junto con cientos de 
libros dedicados a artistas contemporáneos prácticamente desconocidos, pero 
terriblemente de moda, un vacío total cuando se trata de las obras de Escher. 

Escribiendo en el San Francisco Chronicle en 1979, el crítico de arte Tho- 
mas Albright observó (aunque no abrazó los sentimientos): 


Siempre consideradas más fríamente por el mundo del arte que por la po- 
blación, las extravagantes paradojas visuales de Escher son frecuentemente 
ignoradas por los sofisticados conocedores contemporáneos como un en- 
gaño ilustrativo y académicamente ejecutado, una versión más moderna de 
Norman Rockwell. [1] 
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Aún más contundentemente, una reseña reciente en The New York Times 
de una retrospectiva de Escher en la National Gallery de Washington, D.C. 
describió sarcásticamente al grabador a cuya exposición el crédulo e insensato 
público de Washington estaba acudiendo en masa como “no artista de un no 
artista” [13]. ¿Por qué los juicios duros en este sentido emanarían con alta fre- 
cuencia de las plumas de los autoproclamados Creadores y Conservadores de 
Arte en el mundo occidental? 


Detrás de los seguidores de fría actitud 


No puedo presumir de comprender todas las razones que subyacen a este 
comportamiento colectivo, pero aún así puedo especular, y sin fanfarronear, 
aquí están algunas de mis suposiciones sobre por qué un gran segmento del 
mundo del arte de hoy se burla de M.C.C. Escher: 


e Algunos artistas y aspirantes a artistas están consciente o inconsciente- 
mente celosos de la popularidad de Escher y se dicen a sí mismos (un poco 
como el zorro de Esopo que no pudo llegar a las tentadoras uvas), “Cual- 
quiera que sea tan popular no podría valer la pena”; 

e Algunos artistas y aspirantes a artistas ven en las obras de Escher “nada 
más que matemáticas” y este “lamentable” eslabón sí -¡por definición! - 
que tenga algo que ver con el arte; 

e Dado que los grabados de Escher utilizan pocos colores y se ejecutan con 
gran precisión, se encasillan como no ricos, espontáneos y sensuales, sino 
más bien como austeros, constreñidos y cerebrales (y, por supuesto, la ““ce- 
rebralidad” es el beso de la muerte en el mundo del arte de hoy); 

e En las décadas de 1970 y 1980 se piratearon y reprodujeron ilegalmente 
varias impresiones de Escher en carteles psicodélicos y portadas de álbu- 
mes de rock, un hecho que para algunos estigmatizaba su arte en su con- 
junto, dejando una impresión general de que Escher es el artista preferido 
de la multitud del “sexo, las drogas y el rock n-roll”; 

e Escher se llamaba a sí mismo “artista gráfico” o “grabador”; dado que ha- 
bía confesado por su propia voluntad sus crímenes y revelado así su natu- 
raleza pecaminosa, ¿cómo podría alguien persistir en llamarlo “artista”? 


Las cinco posturas negativas que acabo de esbozar provienen, en su mayor 
parte, de corrientes de moda que han barrido nuestra cultura en las últimas 
décadas, pero que están lejos de ser universales; de hecho, he observado en 
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numerosas ocasiones que los adultos sofisticados de otras culturas (por ejem- 
plo, de Europa del Este o de Asia) responden con el mismo entusiasmo desen- 
fadado a las impresiones de Escher que yo lo hice, cuando las vi por primera 
vez. 


Una Epifanía en la Oficina de Otto Frisch 


La primera vez que puse los ojos en un grabado de Escher está tan viva en 
mi memoria como en el momento en que oí por primera vez que el Presidente 
Kennedy había sido baleado. Era enero de 1966, tenía veinte años, y mi padre 
y yo acabábamos de llegar de Londres (donde mis padres se quedaron un año) 
a la idílica ciudad universitaria de Cambridge, donde había sido invitado por 
su colega Otto Frisch a dar un coloquio de física. Frisch, un anciano judío aus- 
tríaco que, como refugiado primero en Copenhague y luego en Inglaterra du- 
rante la Segunda Guerra Mundial, había desempeñado un papel importante en 
el descubrimiento de los secretos de la fisión nuclear, se reunió con nosotros 
en la planta baja de su edificio y nos escoltó hasta su oficina. Entré y en un 
instante me sorprendió un dibujo impresionante en un gran marco de madera 
marrón oscuro (Fig. 1). Vi pájaros blancos volando hacia un lado, pájaros ne- 
gros volando hacia el otro, las dos bandadas encajando perfectamente para lle- 
nar todo el espacio. Mientras mi mirada se dirigía hacia abajo, vi las formas de 
los pájaros distorsionándose y convirtiéndose en una cuadrícula de diamantes 
de campos en blanco y negro. A la izquierda de los campos, vi una aldea tran- 
quila junto a un río, tomando el sol, mientras que a su derecha, vi una aldea de 
imagen espejada junto a un río de imagen espejada, calmada por la suave luz 
de las estrellas. 

Me encontré sumergido en el mundo mítico retratado, y me encantó la idea 
de caminar de un lado a otro por los pequeños caminos que unen estos dos 
pueblos, deslizándome así fácilmente, en tan sólo cinco minutos, entre el me- 
diodía y la medianoche. Mientras meditaba sobre los pájaros que volaban ale- 
gremente por encima, me preguntaba: “¿Cómo es posible que dos bandadas de 
pájaros se atraviesen entre sí, sin el más mínimo espacio? En realidad, ¿cómo 
podían respirar, sin aire entre ellos? ¿Y cómo podrían las aves tridimensiona- 
les, de aproximadamente medio metro de largo, convertirse en campos bidi- 
mensionales, de unos 100 metros de lado?” Nada de esta imagen simétrica te- 
nía sentido, pero en algún otro nivel, tenía un sentido perfecto. 
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Fig. 1. M.C. Escher, Día y Noche, 1938. Grabado en madera 


Le pregunté a Frisch: “¿Qué es esto?” Él respondió: “Es un grabado en 

madera de un artista holandés, y yo lo llamo “Teoría de Campo”, aunque su 
nombre real es “Día y Noche” ”. ¿Te gusta?” Le respondí: “ 
Frisch dijo entonces: “Recientemente visité al artista, cuyo nombre es Escher, 
en su estudio en Holanda, y tengo su dirección. Si quieres, te lo doy y puedes 
escribirle”. Tomé ansiosamente la hoja que me dio, y mientras tanto pensé en 
el apodo que Frisch le había dado a la impresión. 

La “teoría del campo” era claramente un juego de palabras de la física, ya 
que ese término es otro nombre para la mecánica cuántica relativista, y yo sabía 
que uno de los principios clave en el corazón de la teoría del campo es el lla- 
mado “teorema de la CPT”, que dice que las leyes de la mecánica cuántica 
relativista son invariantes cuando se hacen tres “volteretas” en concierto: el 
espacio se refleja en un espejo, el tiempo se invierte, y todas las partículas se 
intercambian con sus antipartículas. Este bello y profundo principio de la física 
parecía profundamente en resonancia con la huella de Escher de Frisch, con su 
inversión izquierda-derecha (el espejo del espacio), sus pájaros blancos y ne- 
gros (partículas y antipartículas), y su intercambio de día y noche (que podría 
tomarse metafóricamente como una alteración del tiempo, tal vez simbólico de 
un giro en la dirección del tiempo cuando uno cruza la imagen). Además, las 
extrañas formas de transición que flotaban en algún lugar entre la pureza de 
los pájaros y la pureza del campo tenían un sabor cuántico-mecánico de enti- 
dades que no son ni partículas ni ondas, y que, sin embargo, son de alguna 
manera ambas cosas. 


¡Es increíble!” 


=d6= 


MCE: Poeta marginado 


Aunque no soy un místico, estoy sujeto, como la mayoría de los humanos, 
a destellos ocasionales de sentimientos místicos, a un cierto sentido irracional 
de magia y misterio cósmicos - y de alguna manera esta asombrosa y original 
impresión y el pequeño juego de palabras de Frisch, que lo vincula con las 
leyes supremas del universo, me conmovieron muy profundamente. También 
es interesante, y no es una coincidencia, diría yo, que cuando mi padre y yo 
visitamos a los Frisch en su casa esa misma tarde, lo que Frisch decidió tocar 
para nosotros en el piano fue el Concierto Italiano de J. S. Bach, quien fue el 
compositor favorito de Escher, y cuyo nombre, más de una docena de años 
después, enlazaría, en el título de mi primer libro, con el de Escher y el del 
lógico austriaco Kurt Gódel [8]. 

Hay, creo, una cualidad intangible compartida por los temas tan explorados 
de Escher: la simetría, la inversión, la paradoja, los mundos interpenetrantes, 
el flujo y la metamorfosis y, en última instancia, la extrañeza general del 
mundo, por las siempre fértiles manipulaciones contrapuntísticas de Bach de 
varias voces entretejidas, explotando sublimemente la inversión, los patrones 
entrelazados y las complejidades multinivel, todo en el honor de un Creador 
invisible y misterioso, y por las vastas y sutiles estructuras intelectuales de las 
matemáticas y la física que desenmascaran los secretos más ocultos detrás de 
las escenas de la Naturaleza. Cuando una creación humana de cualquier tipo - 
visual, musical o intelectual- es capaz de hacer resonar poderosamente a mi- 
llones de humanos en las extrañas e impresionantes armonías que acechan en 
el mundo que los rodea, me parece que esa creación personifica el arte, en el 
mejor sentido del término. 

Hay algo triste, para mí, en el hecho de que tantos en el mundo del arte de 
moda —¡aunque de ninguna manera todos! — no pueden comprender el hecho 
de que un “mero” artista gráfico haya podido tener tal impacto en tanta gente; 
me parece perverso que, lejos de alabar a este individuo, se sientan obligados 
a dar la espalda a sus creaciones visuales, a hablar mal de su estilo y de sus 
logros, y a expulsarlo simbólicamente de su comunidad. Cuando el mundo del 
arte elige rechazar a uno de sus miembros más creativos simplemente porque, 
al explorar ideas idiosincrásicas, logró captar la imaginación de millones, me 
parece un mundo que ha perdido su orientación. 

Pero el mundo del arte no admitirá, por supuesto, que la mezquindad pueda 
jugar un papel en su actitud altiva. No, se levantará una fuerte protesta porque 
Escher no era más que un artesano mediocre y corriente, tal vez hábil como 
ilustrador, pero casi sin sensibilidad a la línea, al color, a la composición, a la 
caracterización, a los temas, o a cualquier otra cosa que importe en el arte. Era 
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un embaucador que jugaba a juegos de superficie basados en engañar a la vista, 
pero no tenía nada creativo ni profundo que decir. 

Es a este nivel que me gustaría comprometerme con el mundo del arte -en 
sus propios términos- y en este ensayo lo haré, pero para preparar el escenario, 
tengo que empezar donde yo mismo empecé, que es con mi muy escasa co- 
rrespondencia con M.C. Escher, primero a principios de 1966 y luego en la 
primavera de 1967. 


Conociendo el producto y el estilo de Escher 


Una o dos semanas después de mi visita a la oficina de Frisch, había escrito 
una breve carta a Escher en su casa en Holanda preguntando sobre la posibili- 
dad de obtener una copia de Day and Night, a la que recibí rápidamente una 
respuesta concisa pero amistosa diciendo que estaba disponible y que su costo 
era de 70 dólares. Bueno, al ser un simple estudiante y no tener ingresos serios 
de los que hablar, me di cuenta de que esto era un poco excesivo, así que decidí 
no comprarla. Sin embargo, Escher me dijo en su nota que un libro de sus obras 
estaba programado para aparecer dentro de unos meses, así que decidí esperar. 
Pasó algo así como un año, y finalmente, con cierta dificultad, conseguí un 
ejemplar de este libro en una pequeña imprenta de Alemania. ¡Estaba lleno de 
magia! 

No necesito detenerme aquí en mi reacción a todas las impresiones repro- 
ducidas en él, pero basta con decir que, en cierto modo, al leer el libro, sentí 
como si estuviera leyendo una aventura de ciencia ficción llena de paradojas e 
ilusiones. Muchas de las impresiones me cautivaron intensamente, pero quizás 
mi favorita, aparte de Día y Noche, fue Arriba y Abajo (Fig. 2). No pude evitar 
inyectarme directamente en el cuadro, imaginándome como el niño sentado en 
las escaleras. 

Cada vez que miraba Arriba y Abajo, en mi mente veía al niño de pie, 
bajaba unas escaleras, luego giraba a la derecha y bajaba por el pequeño tramo 
que conducía al sótano de la torre, abría la puerta, y luego empezaba a subir 
dentro de la torre. Subía un piso, luego otro, luego un tercero, y luego -de al- 
guna manera indescriptible- se encontraba al revés, bajo el nivel del suelo, en 
el sótano de la torre a la que acababa de subir (o a una indistinguible de ella). 
(Si duda de mi afirmación sobre la orientación, compare las ventanas de los 
dos lados de la torre.) Luego se volteaba hacia la derecha, salía por la puerta 
del sótano y salía al final del pequeño tramo de escaleras, subía por ellas, y se 
encontraba de nuevo en el nivel del patio de arena que acababa de dejar. 


=A8:= 


Fig. 2. M.C. Escher, Up and Down (Arriba y 
abajo), 1947. Litografía 


¿Se vería a sí mismo —o a su clon— sentado en las escaleras? No, razoné, 
porque presumiblemente, el chico clon habría hecho simultáneamente el 
mismo viaje (o mejor dicho, “el mismo” viaje), y por lo tanto no estaría cerca 
para enturbiar las frágiles aguas de la identidad personal. De hecho, la verdad 
del asunto es que los dos clones se habrían cruzado, aunque yendo en direccio- 
nes opuestas, a mitad de camino hacia arriba (o hacia abajo) de la torre. Me 
gusta pensar que tal vez la escalera de caracol dentro de la torre es transitable 
a ambos lados (como lo son dos de las escaleras rectas que se muestran en 
Relativity, página 336), permitiendo que dos personas la usen al mismo tiempo 
sin tener ningún conocimiento el uno del otro. Por supuesto que la gravedad 
tendría que trabajar de una manera muy sutil dentro de los confines de la torre 
(¡pero entonces, piensa en lo sutil que debe ser el funcionamiento de la grave- 
dad en Relativity!) 

Otro tipo de escalofrío delicioso venía cada vez que imaginaba al niño pa- 
rado en los azulejos del patio a nivel del suelo, justo a la derecha de los esca- 
lones del sótano, y mirando por encima de cualquiera de los arcos de piedra en 
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forma de U, uno bajo y otro alto. (Puede que tenga que elevarse a sí mismo 
para asomarse al más alto.) ¿Qué es lo que vería? ¿Tendría que aguantar toda 
la vida, para que la gravedad no lo arrancara repentinamente de este techo de 
azulejos y lo enviara descendiendo para estrellarse de cabeza contra las mismas 
baldosas, pero tres pisos por debajo de él? 

Debo decir que me encantó el entorno mítico de este grabado, sobre todo 
su cálido ambiente mediterráneo: el patio de arena, las palmeras en sus peque- 
ñas parcelas circulares, los arcos que bordean el patio, las escaleras, los balco- 
nes... Yo mismo crecí en un ambiente que compartía mucho con este estilo: el 
campus de la Universidad de Stanford, con sus edificios de arenisca, cientos 
de arcos, pasadizos de tejas cuadradas, techos de tejas, palmeras, etc., así que 
tal vez tenía una afinidad natural por estas escenas, pero en cualquier caso, 
estaba encantado puramente a nivel arquitectónico. Sólo unos años más tarde 
me di cuenta de que Escher había tomado prestados muchos elementos de estas 
escenas decididamente no holandesas de pueblos de lugares como Malta, Cór- 
cega, Sicilia, Cerdeña, Italia continental y España. 


Decepción y encanto 


Quiero dejar muy claro que no me encantaron en absoluto todas las impre- 
siones de este primer libro. A decir verdad, me desconcertaron bastante las feas 
criaturas gnomo de Encounter, el cráneo siniestro en el centro de Eye, las ex- 
trañas tiras en forma de cáscara de Bond of Union, la espantosamente enorme 
mantis religiosa de Dream, y así sucesivamente. Además, me sentí claramente 
frustrado por la relativa simplicidad de las formas y la repetitividad de algunos 
de los teselados, como Whirlpools, Circle Limit I, Flatworms y otros. 

Y luego había algunas imágenes que, aunque me intrigaron y me cautiva- 
ron con un sutil y novedoso sabor poético, me decepcionaron por su falta de 
paradojas manifiestas. Estoy pensando, por ejemplo, en Rippled Surface y 
Puddle. La primera, sin embargo, seguía atrayendo mi atención con su elegante 
estilización de cómo las ondas distorsionan los reflejos, revelando claramente 
la fascinación de su creador por la geometría que impregna los fenómenos fí- 
sicos. 

En cuanto a Puddle (página 25), me adentré lentamente en su poesía poco 
hecha, definida por la mezcla de muchos mundos distintos —la luna, el cielo 
claro, los árboles, el barro, el agua suave y, por supuesto, los humanos invisi- 
bles—, cuyos detalles de las recientes idas y venidas a pie y sobre ruedas eran 
claramente legibles para el ojo inteligente. ¡Tantas cosas que asimilar! La luna 
redonda, redonda, dividida en dos por una salpicadura de barro que sobresale 


en las aguas poco profundas... Las hojas que brotan, cerca y lejos, en las ramas 
de los árboles... Los zigzags paralelos de las marcas de neumáticos de un ca- 
mión, que se extienden hasta el charco... Los carriles para bicicletas entrecru- 
zados... Las huellas de los caminantes, que conducen en direcciones opuestas... 
Y formando los bordes superior izquierdo e inferior derecho del charco, dos 
huellas definidas por el contorno del agua misma... Esta imagen estaba impreg- 
nada de un sentido casi budista de calma y serenidad, y pronto pareció tan 
maravillosa como la extrañeza alucinante de Dibujar Manos, Verbum, Meta- 
morfosis y otros. 


Extendiéndose como un incendio forestal 


Una vez absorbido el contenido de este primer libro de Escher, pude ver 
que estaba tratando con un poeta visual cuya mente podía ser llevada a lo largo 
de varias direcciones muy diferentes, y que mi primera impresión acababa de 
arañar la superficie. 

Naturalmente, les mostré mi copia de este libro exótico a mis amigos, y 
para mi sorpresa, varios de ellos me preguntaron si podía conseguir copias de 
él para ellos. Así que volví a la librería que había conseguido mi copia, y pedí 
cinco más. Tan pronto como llegaron, fueron recogidos, y luego más amigos 
pidieron copias. Ordené otros diez, y en poco tiempo, todos ellos también des- 
aparecieron. Pude ver que este artista holandés poco conocido tenía un pro- 
fundo atractivo para gente de muchos ámbitos, especialmente para aquellos a 
los que les gustaba la estimulación intelectual sazonada por la extrañeza y el 
misterio. 


Impresión propia 


Así que, al darme cuenta de que estas obras tenían un asombroso poder 
para atraer a las mentes inquisitivas, decidí que tal vez sería bueno, después de 
todo, tener una impresión de Escher a tamaño completo en mi pared, tal como 
Otto Frisch lo había hecho, y aproximadamente un año después de mi primera 
carta, le escribí a Escher una vez más, esta vez preguntándole por los precios 
de una decena de las impresiones del libro del que me había hablado. Una vez 
más, su respuesta fue rápida y directa. Día y Noche estaba igual —¡gracias a 
Dios! — en versión impresa, pero en el transcurso de un año, su precio había 
subido de $70 a $125. Whew! Apreté los dientes y escribí un cheque por esa 


cantidad (más un cargo de envío de $5), y en un par de semanas, llegó en un 
tubo de cartón rígido, en perfecto estado una vez desenrollado. 

En cuanto a los otros trabajos sobre los que había preguntado, algunos es- 
taban agotados y otros todavía disponibles, pero decidí no comprar más, ya 
que mi presupuesto era muy limitado. De todas las obras que pude haber obte- 
nido entonces, la que más lamento es la de Puddle, que en ese momento me 
habría costado otros 100 dólares. Por supuesto, dados los altos precios de hoy, 
eso suena como una broma. Lástima —pero al menos llegué a tener una copia 
genuina de Escher con su nombre escrito en la parte inferior, y también las 
palabras “Eigen druk” “impresión propia”—. Y de hecho, hasta el día de hoy 
—-y hasta esta misma noche— todavía poseen esa misma huella. 


“Gódel, Picasso, Bach: una absurdamente Gauche Bagatelle” 


Mi implicación personal con Escher dio un giro especial a mediados de los 
años 70, cuando escribía un libro centrado en una especie de vórtice abstracto 
cuasiparadójico al que llamé “bucle extraño”, una noción que había encontrado 
por primera vez en la lógica matemática, pero cuyas implicaciones me parecían 
enormes y, en particular, que llegaban a alcanzar la naturaleza de la conscien- 
cia humana, y que, en cuyo centro, creía que identificaba una estructura de esta 
naturaleza. Mientras escribía mi libro - inicialmente con el título de “El Teo- 
rema de Gódel y el Cerebro Humano” - me di cuenta de que cada vez que 
escribía sobre estos “bucles extraños”, una u otra imagen visual se deslizaba 
en mi cerebro, pero a un nivel tan subliminal que durante semanas lo ignoraba 
prácticamente por completo. Finalmente, un día, mientras andaba en bicicleta, 
me desperté con el hecho de que las imágenes de Escher estaban obsesionando 
mi mente mientras luchaba por palabras para transmitir la naturaleza de estas 
extrañas estructuras, y me di cuenta de que sería claramente injusto para mis 
lectores si no les proporcionaba las mismas imágenes concretas que yo mismo 
estaba usando para visualizar estas abstracciones. Así que decidí que mi libro 
tendría que incluir una muestra bastante grande de fotos de Escher. 

Como ya había animado el libro escribiendo diálogos verbales que imita- 
ban lúdicamente piezas de contrapunto de Bach, decidí que la fuerte presencia 
de estos dos espíritus artísticos maravillosamente profundos merecía ser reco- 
nocida en el título, así que cambié el título de mi libro por el de Gódel, Escher, 
Bach — y entonces, sintiendo que esto era un poco austero y críptico (además 
de demasiado extraño), añadí al subtítulo an Eternal Golden Braid (una Eterna 
Trenza Dorada), que, con su intercambio de las iniciales “G” y “E”, dio el 


primer paso para crear una trenza de una longitud potencialmente infinita, 
compuesta por las tres letras “G”, “E” y “B.” 

La mayoría de los grabados de Escher de los que hablé en el GEB eran del 
tipo “espectacular” —aquellos que te lanzaban la paradoja directamente a la 
cara y te obligaban a lidiar con ella— pero había un capítulo en el que hablaba 
de algunos de los grabados más tenues de Escher, como Dewdrop, Three 
Worlds, Rippled Surface y Puddle, que de hecho comparaban su espíritu con 
el del budismo zen. 

Durante varios años después de terminar GEB, sentí que, en lo que respecta 
a Escher, esencialmente había dado mi opinión y no tenía nada más que decir 
a nadie sobre el arte de M.C. Escher. Pero poco a poco, seguí escuchando de 
varias personas sobre su desdén por el arte de Escher. Siempre recordaré a una 
curadora de un museo de Washington, D.C., que me habló de su gran admira- 
ción por mi libro Gódel, Escher, Bach, pero insistió en que había cometido un 
error atroz al elegir a Escher como mi artista principal; si hubiera sabido más 
sobre el arte, seguramente lo habría reemplazado por Picasso, cuyo espíritu, 
explicó, estaba mucho más en línea con el de Gúdel y el de Bach. ¿Cómo po- 
dría haber considerado oportuno colocar una mediocridad como Escher, una 
mera cifra, en el mismo plano que la de los titanes Gódel y Bach? 

Apenas podía creer lo que oía. Contrariamente a su suposición, yo estaba 
muy familiarizado con Picasso, y aunque había algunas obras que me atraían 
(y muchas más que no lo hacían en absoluto), encontré que el espíritu de su 
arte tenía poca o ninguna relación con las ideas en las que se basaba mi libro. 
Además, tuve que reírme internamente de su otra suposición, que era clara- 
mente que había comenzado mi libro haciéndome la pregunta: “Vamos a ver, 
ahora... Quiero un matemático, un artista y un músico, así que, ¿qué individuo 
de cada categoría debo elegir?”. ¡Qué distorsión de GEB! 


¡Grande, Bebé Maurits! 


Incluso mi difunta esposa Carol, que sin duda alguna era una de mis más 
firmes partidarias, vaciló un poco en sus sentimientos hacia Escher, aunque no 
era en absoluto una gran admiradora de su arte. (De hecho, ella estaba feliz de 
tener nuestro comedor decorado con varios grabados de Escher en elegantes 
marcos.) Cuando la presioné sobre sus sentimientos encontrados sobre Escher, 
me explicó que originalmente había visto su arte exclusivamente en carteles 
psicodélicos de colores brillantes y así, aunque ahora sabía mejor, no podía 
divorciarse del mundo de los hippies que se quedaban boquiabiertos, soltando 


sus mandíbulas y murmurando religiosamente: “Caramba, hombre... Es una 
experiencia alucinante”. 

De hecho, en 1969, Escher se quejó amargamente, en una carta a su hijo 
George y a su nuera Corrie en Canadá: 


Los hippies de San Francisco siguen imprimiendo ilegalmente mi trabajo. 
Recibí algunos de los espantosos resultados a través de un cliente amistoso 
de allí. Entre otras cosas, como carteles virulentamente coloreados, me en- 
viaron un programa de cuarenta y ocho páginas o un catálogo de la llamada 
“Midpeninsula Free University”, Menlo Park, California. Incluía tres re- 
producciones de mis grabados alternando con fotografías de seductoras chi- 
cas desnudas. [2, p. 131] 


Estas palabras son divertidas y conmovedoras para mí, ya que la midpe- 
ninsula de San Francisco era precisamente donde yo había crecido y todavía 
pasaba cada verano en esos días, y tenía un par de amigos que estaban profun- 
damente involucrados en la llamada “MFU” (una institución cuya filosofía co- 
rría violentamente en contra de mi trabajo). De hecho, recuerdo muy bien cómo 
me había encontrado con ese “catálogo de cursos” específico y me había dis- 
gustado la forma en que Escher —alguien a quien en ese momento consideraba 
prácticamente como mi propia “propiedad personal”— se mezclaba de manera 
estridente con pornografía insípida y psicología de moda. 

Admito que, si mis primeras asociaciones con un artista hubieran venido 
de examinar un catálogo tan malo y moderno, muy probablemente me habría 
desanimado tal como lo había hecho Carol, pero traté de convencer a Carol, 
que se había especializado en historia del arte en la Universidad de Indiana, 
que Escher no era sólo un sórdido artista de la noche a la mañana que quería 
ganar dinero rápidamente con jóvenes de moda deseosos de contemplar imá- 
genes superficiales y sensacionalistas, sino que era alguien impulsado por una 
curiosidad insaciable y un profundo sentido de la estética, y cuyo trabajo había 
sido tristemente pirateado y explotado en los contextos más vulgares. 

Mirando hacia atrás, sospecho que fue probablemente en mis intentos de 
transmitir a Carol mi sentido de M.C. Escher como poeta que empecé a percibir 
el arte de Escher en un nuevo nivel, y a articular por qué era tan diferente de 
un número de imitadores contemporáneos que entretanto ya habían aparecido. 

Llegaremos a todo eso en un momento, pero antes de dejar el tema de cómo 
las visiones de Escher encendieron el fuego de mucha gente, no puedo resis- 
tirme a incluir una pequeña anécdota que leí en un artículo de Kenneth Wilkie 
en el Holland Herald sobre la improbable interacción entre la estrella de rock 
británica Mick Jagger y el artista holandés a principios de 1969 [14], El pri- 
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mero, con la esperanza de plasmar en la portada del disco de la próxima publi- 
cación de la serie una obra de Escher, escribió el segundo un artículo, que em- 
pezó de la forma que se indica más adelante: 


Queridos Maurits, 

Desde hace bastante tiempo tengo en mi poder su libro [Obras gráficas 
de...]¡ y nunca deja de sorprenderme cada vez que lo estudio! De hecho, creo 
que su trabajo es bastante increíble y me haría muy feliz que mucha más 
gente viera, supiera y entendiera exactamente lo que está haciendo. En 
marzo o abril de este año, hemos programado el lanzamiento de nuestro pró- 
ximo LP, y estoy ansioso por reproducir uno de sus trabajos en la portada. 
Por favor, ¿consideraría diseñar una “imagen” para ella, o tiene alguna 
obra inédita que le parezca adecuada? 


Como ya se ha atestiguado en las páginas anteriores de este ensayo, Escher 
no se quedó atrás como corresponsal, y sólo un par de semanas más tarde res- 
pondió lo siguiente al asistente de Jagger, el Sr. Peter Swales: 


Estimado señor, 

Hace unos días recibí una carta del Sr. Jagger pidiéndome que diseñara 
una imagen o que pusiera a su disposición un trabajo inédito para reprodu- 
cir en la portada de un disco LP. 

Mi respuesta a ambas preguntas debe ser negativa, ya que quiero dedi- 
car todo mi tiempo y atención a los numerosos compromisos contraídos; no 
puedo aceptar más tareas ni dedicar tiempo a la publicidad. 

Por cierto, dígale al Sr. Jagger que no soy Maurits para él. 


Muy sinceramente, 
M.C. Escher. 


Minimalismo sublime 


Una de las características que definen la buena poesía es la brevedad, y 
otra es la ambigiiedad elegante, o dicho de otro modo, la polisemia pulida —el 
hacinamiento de un número de significados en una frase bien forjada. Yo diría 
que la frase final de la respuesta de M.C. Escher a la estrella de rock Jagger se 
ajusta perfectamente a esos criterios— es concisa y tiene dos significados ma- 
ravillosos. Pero hay, por supuesto, otros medios que no sean el del lenguaje, 
en el que Escher creó poesía que posee a la vez tersura y polisemia pulida. 

Considere la encantadora miniatura Fish grabada en madera, ejecutada en 
1963 (Fig. 3). No hay más que dos peces completos, uno blanco y otro negro, 
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mientras que a su alrededor hay pequeños fragmentos de diez peces adicionales 
(cinco blancos y cinco negros, por supuesto), haciendo doce en toto — tres 
columnas con cuatro peces cada una. Pero el desvanecerse en formas acuáticas 
ondulantes se lleva a cabo en la más exquisita y simétrica de las formas; incluso 
el par de pequeños fragmentos de onda que se ven en la parte superior se hacen 
eco precisamente en la parte inferior. Si alguna vez una obra de arte mereció 
el título de “poema”, ¡es esta! Es un parangón de compresión y concisión, y su 
polisemia visual —la oscilación entre el pez blanco y el negro— es tan ele- 
gante como podría serlo. En mi opinión, esta miniatura representa lo que es 
capaz de hacer el genio creativo en su apogeo absoluto y, como tal, es un estu- 
dio del que muchos artistas, jóvenes y mayores, podrían aprender mucho. 


== 2 Fig. 4. M.C. Escher, Plane-filling Motif 


=— with Fish and Bird, 1951. Corte de linó- 
Fig. 3. M.C. Escher, Fish, 1963. Xilo- leo 
grafía 
Otra miniatura que exuda el mismo tipo de encanto sutil es Plane-filling 
Motif with Fish and Bird, un corte de linóleo hecho en 1951 (Fig. 4). Al prin- 
cipio, uno podría tender a ver en esto nada más que un competente, aunque 
poco inspirado dibujo de cuatro peces idénticos. Sólo si la atención salta de las 
cuatro formas blancas a la forma central negra que definen colectivamente, se 
descubre lo que realmente está sucediendo aquí: un pájaro solitario que vuela 
en la dirección opuesta salta al ojo. ¡Al ojo, en efecto! Sí, sospecho que si 
Escher no hubiera dibujado ese pequeño círculo revelador a los ojos, el ave 
central sería tan sutil que eludiría a casi todos los espectadores. Pura poesía, 
una vez más. 
Otros dos estudios similares merecen ser señalados y comentados breve- 
mente. Horses and Birds es un grabado en madera hecho en el otoño de 1949, 
mientras que la tarjeta de felicitación de Año Nuevo de Asselberg, un grabado 


en madera, data aproximadamente de un año antes. En el primero de esta pa- 
reja, se ven cuatro caballos - y sin embargo el cuarto es tan nebuloso que es 
casi etéreo; del mismo modo, se ven cuatro pájaros, pero el cuarto casi ha sido 
absorbido por la hierba. Y en el segundo de la pareja, la escena del mar, reco- 
nocemos claramente cinco barcos negros, con una sexta forma negra (directa- 
mente encima del pez más bajo) que constituye el “fantasma” de un barco; y 
en perfecta complementariedad, reconocemos claramente cinco peces blancos, 
con una sexta forma blanca (directamente debajo del barco más alto) que cons- 
tituye el “fantasma” de un pez. 

Hay varios toques en este último estudio que realzan su encanto, como el 
creciente realismo de los barcos a medida que uno se mueve hacia arriba, y el 
aumento simétrico del realismo de los peces a medida que uno se mueve hacia 
abajo. Así, por ejemplo, se podría decir que el “análogo simétrico” a los dientes 
afilados de los peces más bajos es la persona sentada en la parte trasera del 
barco más alto. Estos detalles, como las gaviotas en el cielo y las medusas en 
el mar, no tenían que ser añadidos, si todo lo que le interesaba al artista era el 
efecto “engaño visual”; pero a Escher le encantaba el detalle extra, el toque 
fino que en cierto sentido podría haber parecido irrelevante pero que innega- 
blemente añadía sabor. 


La vida de un artista que ha invertido el tiempo 


Ahora deseo retroceder gradualmente en el tiempo, y así demostrar lo que 
creo que es una inversión notable de la progresión habitual en la vida de un 
artista, en la que los primeros estallidos apasionados de la juventud son a me- 
nudo brillantes y pegadizos, pero en la que el hecho de envejecer tiende a con- 
ducir a un nivel cada vez mayor de sutileza y a una idiosincrasia cada vez más 
grande del lenguaje, lo que, por fuerza, suele “hablar” a un público cada vez 
más reducido. De alguna manera, en el caso de M.C. Escher, la progresión 
parece haber seguido precisamente el curso opuesto —es decir, mientras que 
la producción de sus primeros años está impregnada de una sutileza que parece 
eludir a la mayoría de la gente—, son los productos de sus últimos años los 
que parecen brillantes y pegadizos, y los que han captado la imaginación de un 
vasto público. 


Entrelazamientos íntimos de universos independientes 


E y E 


Ya me he vuelto lírico sobre los varios mundos entretejidos en el charco 
grabado en madera de 1952, y en Gódel, Escher, Bach, me hice eco de las 
propias palabras de Escher sobre los mundos entremezclados en la litografía 
de 1955 Three Worlds, así que no haré eso aquí. En cambio, me centraría en 
un grabado poco discutido, el grabado en madera Double Planetoid, que data 
de 1949 (Fig. 5). Lo que tenemos aquí es una maravillosa imagen de ciencia 
ficción de dos mundos totalmente independientes pero mutuamente interpene- 
trantes, uno habitado exclusivamente por seres humanos, y el otro poblado ex- 
clusivamente por reptiles de la variedad lagarto/dinosaurio. Cada mundo es, 
por sí solo, un tetraedro perfecto — el más elemental de los cinco sólidos pla- 
tónicos regulares, con sólo cuatro vértices, y para sus caras tiene cuatro trián- 
gulos equiláteros. 


Fig. 5. M.C. Escher, Double Planetoid, 1949. Grabado en madera 


Para el tetraedro poblado por el hombre, los vértices son torres de castillos 
con banderas, y cada cara contiene un puente esencialmente circular que enca- 
dena sus tres torres entre sí, de modo que la gente puede caminar libremente 
de un “reino” a otro. De hecho, el cuidadoso observador pronto verá a varias 
personas en tránsito de un castillo a otro, así como a otros habitantes que se 
sientan o se paran en lo alto de los balcones, y charlan o contemplan el paisaje. 


Al mismo tiempo, hay otro mundo tetraédrico cuyos vértices consisten en 
cuatro escarpados picos montañosos, a los que uno podría imaginarse alcan- 
zando mediante una ardua escalada en roca, subiendo por las empinadas lade- 
ras y agarrándose a las ramas de los cactus — pero, por supuesto, este mundo 
es excesivamente hostil a los humanos, y no hay nada en él para tentar al des- 
tino. ¿Quién querría arriesgarse a ser triseccionado por un tiranosaurio o piso- 
teado por un triceratops? Una mirada cuidadosa a este mundo salvaje revelará 
varios tipos diferentes de dinosaurios, y —en ligera violación de mi teoría de 
sólo reptiles unas pocas líneas atrás— una cabra montés posada en lo alto de 
un promontorio. 

Escher deja totalmente a la imaginación del espectador la naturaleza de la 
relación de estos mundos entre sí. Su interacción física está mediada por un 
conjunto de arcos y galerías, que permiten que el mundo dino pasa a través de 
la arquitectura del mundo humano —y complementariamente, por un conjunto 
de cuevas y grutas, que de manera similar permiten que el mundo humano pase 
a través del mundo dino—. ¡Ni en un solo punto los dos mundos se tocan entre 
sí! ¡Qué ingeniosa creación geométrica! 

Pero lo que no sabemos es la respuesta a las preguntas: ¿Los habitantes de 
un mundo ven los del otro? ¿Son los dos mundos mutuamente ignorantes, o 
son conscientes el uno del otro? Lo admito, tengo una corazonada sobre esto. 
Me parece que en una de las pasarelas altas apenas puedo distinguir a una per- 
sona con el brazo extendido, señalando algo a un compañero, y parece que es 
más bien un lagarto escalofriante y escamoso, mucho más grande que cual- 
quiera de las dos personas, escalando las alturas alpinas de una de las cuatro 
montañas - y así sucesivamente, si tuviera que apostar, adivinaría que la gente 
es consciente de sus co-moradores, pero nunca intentan cruzar, y quizás los 
dinosaurios también son poco conscientes de las extrañas criaturas que acechan 
cerca de ellos, de la misma manera que los peces de acuario podrían ser poco 
conscientes de la gente a través del cristal de sus tanques. 

Mientras tanto, este mundo doble cuelga serenamente en el espacio más 
negro, con sus habitantes presumiblemente disfrutando de una existencia muy 
parecida a la de la tierra, repleta de gravedad normal, aire, viento y lluvia, las 
estaciones del año, y por supuesto una abundancia de comida, peleas y rivali- 
dades, idiomas, dialectos, pasaportes, ejércitos, guerras y diplomacia, coque- 
teos y matrimonios, tentaciones, intrigas, infidelidad, enfermedad y mortali- 
dad, e incluso —¿cómo podría ser de otra manera?— los rudimentos de la 
ciencia y el arte. Y así, ¿no podría uno encontrarse con un grabado de Escher 
—quizás el propio Double Planetoid— colgado de las paredes de piedra de 
uno o más de los grandes castillos pequeños? 
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Esta impresión nos proporciona un caso extremadamente descarado de 
mundos entremezclados, pero el arte temprano de Escher está lleno de ejem- 
plos más sutiles de este mismo tipo de visión. Considere la xilografía de 1939 
Delft de la Tower of the Oude Kerk (Fig. 6). Lo que vemos aquí es un panorama 
de los tejados de Delft, interrumpido por la agradable barandilla de piedra ta- 
llada de la torre, con su superficie superior plana y sus elegantes arcos curvos. 
¿Qué mundo domina aquí? ¿Cuál es el tema del estudio? Por un lado, la bella 
ciudad medieval parece ser el centro de atención, siendo la barandilla un in- 
truso indeseable pero inevitable (como si el incorregible y honesto artista no 
tuviera más remedio que incluir la barandilla en su representación de la reali- 
dad, simplemente por el hecho de que se trataba de ella); y, por otro lado, la 
representación amorosamente detallada de la barandilla en sí misma, con todas 
sus grietas y defectos, aparta la atención de la ciudad, y la mirada bien puede 
morar en la piedra cercana. 


Fig. 6. M.C. Escher, Delft from Fig. 7. M.C. Escher, Venecia, 1936. Xilografía 

Oude Kerk Tower, 1939. Xilo- 

grafía 

La verdad de la cuestión es, sin embargo, que hay un equilibrio perfecto 

entre los dos mundos, y que el tema real del estudio, como en el caso de Double 
Planetoid, es la coexistencia — en este caso, la coexistencia de cerca y lejos, 
de la luz y la oscuridad, de la solidez y la ligereza, de su propio mundo (porque 
podemos imaginarnos extendiendo la mano y tocando la barandilla) y el 
mundo de los demás (porque podemos imaginarnos a la gente caminando por 
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las calles de Delft, llevando a cabo sus deberes diarios de ir de compras, dete- 
nerse, hablar y caminar), pero ellos y nosotros pertenecemos a mundos sepa- 
rados, y nunca los dos se encontrarán. 

Un efecto similar del mundo del frente contra el mundo del fondo da gran 
interés a la xilografía Venecia de 1936 (Fig. 7), donde vemos, a través de la 
serena laguna, un precioso campanario de iglesia que se eleva por encima del 
agua, pero nuestra vista está parcialmente oscurecida por los maravillosos ar- 
cos curvilíneos venecianos, reconocibles instantáneamente por sus espacios 
negativos, parecidos a los de un alminar de influencia bizantina, y justo encima 
de ellos, por sus agujeros de cuatro hojas en forma de trébol. Una vez más, 
¿qué mundo se está “en primer plano”? Y una vez más, la respuesta es que el 
verdadero punto de la imagen reside en su dualidad, su ambigiedad, su natu- 
raleza oscilatoria, nunca resuelta. 

Oscilaciones similares de cerca y lejos del doble mundo se encuentran en 
la xilografía Porthole de 1937 y en el grabado en madera Cloister de Monreale, 
Sicilia de 1933 (ver página 106). Este último, en particular, presenta un exqui- 
sito juego de luz y oscuridad extremas, con los rayos del sol que fluyen diago- 
nalmente a través del patio, y con delicadas laceraciones en forma de remolino 
que adornan la cuádruple columna de piedra en el primer plano. 


Fig. 8. M.C. Escher, Pineta 
de Calvi, Córcega, 1933. Xi- 
lografía 


Un último ejemplo de este “subgénero” tan característico del estilo de M.C. 
Escher es su grabado en madera Pineta di Calvi, Córcega (Fig. 8), de 1933, 
que representa un pueblo encaramado en un afloramiento rocoso, visto desde 
el otro lado de un lago o río, pero nuestra clara visión del pueblo se ve cons- 
tantemente desafiada por los más oscuros pinos oscuros: troncos, ramas, follaje 
y conos. Nosotros, los espectadores, pertenecemos a un mundo —oscuro, 
fresco, exuberante y sinuoso— mientras que la lejana aldea constituye un 


mundo aparte — brillante, quemado, seco y rectilíneo. La mezcla íntima de 
estos opuestos es el punto del estudio. 


“Realismo Mágico” de M.C. Escher. 


Pineta di Calvi es uno de esos grabados de una época de la vida de Escher 
que considero absolutamente mágica. La primera vez que percibí esta faceta 
de Escher fue cuando contemplé fascinado las laderas abruptas de su litografía 
de 1930, Castrovalva, reproducida en el muestrario de su obra que obtuve en 
1966, pero como ese grabado no tenía verdaderos compañeros en el libro, me 
pareció más una excepción que una tendencia, por lo que construí la imagen 
mental más rudimentaria de Escher como paisajista. 


Fig. 9. M.C. Escher, Tejados de Siena, Fig. 10. M.C. Escher, Bonifacio, Cór- 
1922. Xilografía cega, 1928. Xilografía 
No fue hasta varios años después —de hecho, en mayo de 1972, cuando 
conseguí un catálogo más completo de la obra gráfica de Escher, De werelden 
van M. C. Escher, editada por J.L. Locher— que vi docenas más de estos asom- 
brosos paisajes sureños, y empecé a darme cuenta de lo distorsionada que me 
había sido la imagen de la personalidad artística de Escher y, por supuesto, de 
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muchos otros, a través de exposiciones y libros que se centraban de manera tan 
aguda en sus paradójicas obras centradas en la ilusión, mientras ignoraba casi 
por completo sus profundos sentimientos. 

Permítanme dar un ejemplo personal. En el mismo año que vi por primera 
vez Day and Night —de hecho, sólo tres meses después— mis padres y mi 
hermana y yo hicimos un viaje de tres semanas por Italia, de los cuales pasa- 
mos unos días en la espectacular y antigua ciudad de Siena, en la Toscana. Me 
enamoré de esa ciudad, sintiendo que era el lugar más romántico que había 
visto nunca... de hecho, me sentía mal de la manera más aguda por disfrutarlo 
con una pareja romántica. Bueno, sólo seis años más tarde descubrí cuánto 
compartía mi reacción artística y anhelante a Siena con Escher, quien hizo va- 
rios estudios poéticos de sus calles estrechas y montañosas y de su arquitectura 
antigua y azarosa, como su grabado en madera de 1922, Techos de Siena (Fig. 
9). Estos estudios captaron precisamente el estado de ánimo con el que yo ha- 
bía sido afectado, pero que yo nunca podría haber verbalizado, y mucho menos 
capturado en una imagen. 


Fig. 11. M.C. Escher, Town in 
Southern Italy, 1929. Dibujo de lí- 
neas (tinta litográfica) 


El asombroso encanto de los pueblos italianos que crecen casi orgánica- 
mente fusionados con las rocas y montañas sobre las que se asientan fue una 
fuente inagotable de inspiración para Escher, que hizo muchos estudios de es- 
tos milagros de la invención colectiva, mostrando cómo se funden tan íntima- 
mente con la naturaleza que los rodea. Dos ejemplos de esta obsesión de Escher 
son su xilografía de 1928 Bonifacio, Córcega (Fig. 10), que muestra un pueblo 
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peligrosamente elevado sobre el mar en el borde mismo de un acantilado que 
se dobla hacia adentro debajo de él, y su dibujo de 1929 Town in Southern 
Italy, que muestra un pueblo de laderas situado al final de un largo valle que 
retrocede muy distanciado en la lejanía, dónde se ve amenazada por una cadena 
de montañas nevadas (Fig. 11). 


Este es el tipo de escenas que desde tiempos inmemoriales han inspirado 
las imaginaciones poéticas de manera contundente, y sin embargo nunca he 
visto a nadie capturar con tanta claridad su sensación mágica. Tal vez el retrato 
más impresionante de un pueblo de montaña italiano que jamás he visto es el 
grabado en madera de Escher de 1930, Morano, Calabria (Fig. 12), que hizo a 
partir de una fotografía que había tomado unos meses antes [2, p. 46], Si uno 
compara la foto con la impresión final, uno ve todo tipo de dispositivos que ha 
utilizado para convertir la realidad en un poema. Metafóricamente hablando, 
Escher se expresa muy literalmente, pero al mismo tiempo se siente libre de 
poner elipses e insertar sus propias cursivas, y de esta manera sutil, convierte 
la prosa elegante en poesía exaltada. 

Además de apreciar la belleza escarpada de los pueblos asentados en pe- 
ñascos, Escher tenía una afinidad particularmente fuerte por los árboles y los 
bosques, y su belleza más suave, también, fue capaz de convertirse en una poe- 
sía bastante asombrosa. Tomemos, por ejemplo, su Carubba Tree de 1932, 
ejecutado en la exquisita ciudad italiana de Ravello, situada en lo alto de la 
costa de Amalfi, al suroeste de Nápoles (ver página 36). El juego de luces y 
sombras aquí recuerda las maravillosas estilizaciones de olas y montañas he- 
chas por grabadores japoneses como Hokusai, pero los gestos y dispositivos 
particulares son de Escher y sólo de Escher. 
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Mientras continuamos con nuestra retrospectiva de la vida de Escher, lle- 
gamos a su surrealista xilografía Wood near Menton de 1921, que tiene una 
magia maravillosa, salvaje y ardiente, mezclando geometría pura con la más 
extraña y serpenteante de las curvas (Fig. 13). Este también es uno de los gra- 
bados de Escher que más me hubiera gustado tener. Me recuerda un poco a las 
experimentaciones del compatriota de Escher, el pintor Piet Mondrian, mien- 
tras se deslizaba lenta pero inexorablemente por una pendiente que conducía 
desde el puro y anticuado representacionalismo, pasando por un tipo personal 
de impresionismo, hasta llegar finalmente a un destino imprevisto e imprede- 
cible, a saber, el estilo abstracto altamente geométrico por el que ganó su ma- 
yor fama. A mitad de este deslizamiento, Mondrian produjo hermosas visiones 
surrealistas de árboles y bosques con maravillosas curvas para ellos, pero esas 
visiones las dejó atrás; entre ellas hubo docenas de intentos de capturar la 
“esencia de la arboleda”, que encuentro extrañamente paralelas a este estudio 
de Escher. 


Fig. 13. M.C. Escher, Wood near Menton, [1921]. Xilografía 


Existe un tipo de literatura que surgió por primera vez en Sudamérica y 
que desde entonces se ha extendido a otras partes del mundo, conocido como 
“realismo mágico”, ejemplificado por las obras del novelista colombiano Ga- 
briel García Márquez. El sello distintivo de este tipo de ficción es la dispersión, 
entre una serie de acontecimientos perfectamente normales, de acontecimien- 
tos paranormales ocasionales, que se relatan de manera bastante alegre y di- 
recta, como si fueran tan reales y ordinarios como los acontecimientos que los 
enmarcan. Por alguna razón, nunca me ha gustado leer novelas en este estilo, 


y sin embargo, de una manera inconsistente, me parece que me gusta la manera 
visual que M.C. Escher encontró de mezclar lo puramente real con lo fantástico 
o lo mágico. No puedo explicar esta discrepancia irracional de mis gustos lite- 
rarios y artísticos, pero ahí está. 

Para concluir esta breve discusión de la versión visual del realismo mágico 
de M.C. Escher, y así poder desenrollar el reloj aún más, citaría el grabado en 
madera de 1919 sin título al que en mis libros simplemente se le asigna la des- 
carnada etiqueta de Árbol (Fig. 14). Con largas y arremolinadas ramas en 
forma de zarcillo que se entrelazan entre sí, este árbol está solo en un vasto y 
árido campo, con una luna que brilla espeluznante detrás de él; en primer plano, 
un humano desconcertado se acobarda en aparente temor y asombro ante la 
vista milagrosa. El árbol parece estar irradiando algún tipo de “vibraciones” 
mágicas, para usar una palabra vaga pero apropiada. Hay una cualidad mítica 
e intemporal en esta extraña e inexplicable escena. ¿Qué podría haber tenido 
en mente Escher? Aunque no hay nada abiertamente paradójico o ilusionista 
aquí, el artista está jugando al borde de la racionalidad, y en esta imagen, uno 
puede casi prever (¡gracias, no hace falta decir, para saber la respuesta!) las 
direcciones en las que su creador está predestinado a viajar a lo largo de su 
vida artística. 


Fig. 14. M.C. Escher, Tree, 1919. Xi- 
lografía 


De un Corpus Artístico y de sus Partes 
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Podríamos retroceder aún más en el tiempo y ver cómo M.C. Escher ya, en 
algunos de sus estampados aún más juveniles, coqueteaba con el misterio y la 
magia, pero ya es hora de trazar la línea. Confieso que no ha sido fácil selec- 
cionar las impresiones a discutir, y que me hubiera gustado dar muchos más 
ejemplos, pero a menudo la concisión, aunque desafiante y dolorosa, es la op- 
ción más sabia. 

Y así... Lo que más me gusta de las obras de Escher es mirar hoy, después 
de haber sido un aficionado de MCE - ¡Horror! - más de treinta años? La ver- 
dad es que hoy en día me gusta mucho contemplar sus primeras obras —sus 
fabulosos paisajes italianos (en el sentido de “fábula””) y sus estudios de los 
mundos interpenetrantes— aunque, con toda seguridad, esos trabajos de los 
últimos días —Día y Noche, Arriba y Abajo, Reptiles, Liberación y Relativi- 
dad— no dejarán de encantarme. 

Pero, ¿habría llegado a apreciar las bellezas de aquellas primeras obras, 
aquellas que no exhiben imposibilidades o absurdos “a la vista”, si no fuera 
por estas últimas, las que todo el mundo ha llegado a sentir que son sinónimo 
de “ M.C. Escher “? Esa es una pregunta de sondeo. Sin embargo, una pregunta 
aún más indagatoria es si alguna vez me habría encontrado con ellos, si no se 
hubiera hecho famoso en el mundo entero por sus obras posteriores. Y una vez 
que abrimos estas preguntas, nos vemos llevados a tratar algunos de los temas 
más fascinantes de la filosofía del arte y el significado de la estética. 

Para ayudarnos a lidiar con estos temas, propondré dos variantes hipotéti- 
cas de M.C. Escher. Por conveniencia, los llamaré “M.A.” y “M.B.”. Al igual 
que M.C. Escher (¡pero en vez de él!), M.A. Escher nació en 1898 en Holanda, 
y vivió exactamente la misma vida que el anterior — la misma, es decir, hasta 
el fatídico año 1936, cuando trágicamente M.A. fue atropellado por un tren que 
pasaba en su bicicleta, y murió a la edad de 38 años. Así, todo lo que M.C. 
Escher había creado hasta entonces, pero nada más allá, sería el legado artís- 
tico, el corpus artístico completo, de M.A. Escher. Tristemente, Día y Noche, 
Metamorfosis, Belvedere, y todas esas amadas obras simplemente nunca ha- 
brían visto la luz del día (¡o de la noche!), todo debido a la señal de cruce del 
ferrocarril que no se apagó. 

Ahora en cuanto a M.B. Escher, él también compartió la historia de la vida 
de M.C. hasta 1936 (y una vez más, con la misma producción artística), pero 
luego, a diferencia del desdichado M.A.., M.B. se mantuvo fuerte hasta la ma- 
dura edad de 73 años (al igual que M.C.) — pero aquí está la diferencia clave 
entre B y C: ni una sola vez durante toda su larga vida el artista M.B. Escher 
sintió la tentación de explorar la paradoja abierta, el teselado, los mundos im- 
posibles, el conflicto dimensional, o cualquiera de esos temas que hoy en día 
tendemos a identificar con la etiqueta “Escheriano”. En lugar de ello, M.B. 
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Escher recorrió el camino recto y estrecho durante las siguientes décadas, per- 
feccionando cada vez más su técnica al producir un gran número de grabados 
de escabrosos paisajes y encantadores pueblos italianos, estudios poéticos de 
las campiñas española, maltesa y holandesa en las cuatro estaciones, miniatu- 
ras con sabor a Zen que presentan mundos mezclados, y tal vez el estudio oca- 
sional en el que se yuxtaponen estrechamente los elementos del orden y del 
caos. 

Ahora se plantea la cuestión: ¿Cuáles habrían sido los destinos artísticos 
de M.A. Escher y M.B. Escher? ¿Alguien sabría hoy de ellos, o se preocuparía 
por ellos? Y, en particular, si hubiera entrado en contacto con las obras de 
cualquiera de estos hipotéticos artistas, ¿los amaría como amo las de M.C. Es- 
cher, y habría sentido que valía la pena pasar una buena parte de mi tiempo 
cantando sus alabanzas en un largo ensayo? 

Debo admitir que me parece bastante dudoso que las obras de cualquiera 
de los dos artistas me hubiesen llamado la atención, o que incluso hubiesen 
atraído tanta atención fuera de aquellos que a priori se inclinaban a interesarse 
por las obras del artista, a saber, sus amigos y parientes cercanos, la gente de 
los pueblos en los que vivía y dibujaba y, por último, esa pequeña camarilla de 
gente que siempre disfrutaba comprando estampas baratas en galerías menores 
aquí y allá. Es muy probable que ningún libro de arte distribuido internacio- 
nalmente contenga ni siquiera una sola copia de M.A. o M.B. Escher. 

Pero, ¿por qué iba a ser así? ¿No se encuentran las primeras impresiones 
de M.C. Escher —las que en este ensayo he tratado tan ooh y ahh— en libros 
de amplia distribución? ¿No se han hecho justamente famosos? Y así, dado su 
mérito, ¿no habrían encontrado su camino hacia la publicación contra viento y 
marea? Por supuesto, la respuesta es “no”. ¿Querríamos leer biografías del 
niño que se habría convertido en Einstein si no hubiera muerto de tifus a los 
nueve años? Por supuesto que no; estamos interesados en leer sobre la primera 
infancia de Einstein precisamente porque y sólo por lo que de hecho se ha 
convertido. ¿Querríamos leer una biografía de Albert Einstein, el cuidadoso 
horticultor que cuidó fielmente los Jardines Botánicos de Basilea durante cin- 
cuenta años después de decidir que la física era divertida pero que las flores lo 
eran mucho más? Por supuesto que no; nos interesa la vida de Albert Einstein 
sólo si es el Albert Einstein que no abandonó la física, y luego pasó a descubrir 
dos variantes de la relatividad, a postular el fotón, etc. y así por el estilo. 

Las biografías del prodigio de nueve años y del obediente botánico suizo 
son, por supuesto, caricaturas de los escenarios de M.A. y M.B., ya que tanto 
M.A. como M.B. crecieron, por hipótesis, hasta la edad adulta y produjeron 
notables cantidades de respetable arte. Sin embargo, llegar a la edad adulta y 


disfrutar de un éxito modesto es una cosa, mientras que tener una enorme ca- 
rrera en ascenso es otra muy distinta. Hay muchos artistas en la primera cate- 
goría, pocos en la segunda. Apenas se puede discutir la tautología de que por 
lo que M.C. Escher es famoso es por el conjunto de obras por las que la gente 
lo conoce, y parece muy probable que la Dama Fortuna lo hubiera pasado de 
largo si hubiera muerto en las vías del ferrocarril en 1936, o simplemente hu- 
biera hecho “más de lo mismo” durante otras tres o cuatro décadas. 

Por lo tanto, creo que la cuestión de la fama es bastante inequívoca e in- 
controvertible: M.A. y M.B. habrían sido muy probablemente figuras menores 
en el mundo del arte, si no prácticamente desconocidas, para este año 1999. 
Pero al decir esto y detenerse ahí, se elude la pregunta quizás más interesante 
de si sus obras habrían seguido ejerciendo sobre mí, Douglas Hofstadter —si 
hubiera llegado a conocerlos bien por las buenas o por las malas—, ese mismo 
efecto, ese mismo sentido de magia y misterio que ahora percibo en ellos. ¿Qué 
pensaría yo —de hecho, qué diría yo— cuando un buen día me encontrara con 
las obras de M.A. o M.B. Escher en las paredes de algún pequeño museo ho- 
landés, o las volteara por accidente a ellas en las páginas de un libro de arte 
oscuro pero finamente producido? 

Este es un escenario contra-factual bastante complicado, pero aquí está mi 
opinión. Sospecho que aunque todavía me gustarían bastante las impresiones 
y sentiría que resonaban con mi amor personal por cosas como las ciudades 
italianas y los mundos entremezclados, probablemente no vería los niveles ex- 
tra de magia que de hecho veo acechando en ellas “entre líneas”, niveles extra 
de significado que claramente provienen de ver estas impresiones no sólo 
como “algunas obras de algún artista holandés”, sino mucho más particular- 
mente como obras que emanaron del mismo ojo y de la misma mano de M.C. 
Escher, artista paradójico por excelencia. 

De hecho, esto es en sí mismo una aparente paradoja: que mis reacciones 
a las maravillosas primeras impresiones de M.C. Escher no se deben única- 
mente a las formas e ideas que él puso en ellas al producirlas, sino que también 
se deben profundamente al artista que más tarde se convirtió y que yo amé. Es 
porque me enamoré de Day and Night y Up and Down (etc.) que ahora puedo 
ver grabados como Pineta di Calvi y Morano, Calabria y ver mucha más ma- 
gia en ellos que, por así decirlo, “en la superficie”. Pienso para mí (en su mayor 
parte inconscientemente, sin duda): “Estos paisajes son obra del artista que 
hizo Día y Noche y Arriba y Abajo y así sucesivamente, y sé bien que ese 
artista tenía un profundo sentido de la magia oculta, y puedo ver destellos de 
ese mismo tipo de magia oculta acechando en estos dos grabados, aunque no 


sea magia a la vista”. Y por lo tanto, estas impresiones, en virtud de estar im- 
buidas de una versión más sutil de la misma magia que sus primos superfamo- 
sos de más tarde, son aún más profundas y, por lo tanto, ¡mejor que éstas! 

Aunque he expresado esto de forma exagerada e ingenua, creo que una 
opinión así estaría bien fundada y sería totalmente razonable. Porque la verdad 
del asunto es que nunca percibimos nada de una manera puramente libre de 
contexto. Si no juegas al ajedrez, seguramente no verás un tablero de ajedrez 
a mitad de juego como lo hace un gran maestro. Si no conoces la música india, 
no puedes formar un juicio sofisticado de las piezas de música india que escu- 
chas de la nada. Si no sabes leer en inglés, tu percepción de esta página de texto 
es seguramente muy diferente a la de la mujer sentada a tu lado en el metro, 
que (a diferencia de ti) está leyendo y entendiendo esta misma frase, y tal vez 
riéndose de la idea de que para alguien más, podría parecer que no son más 
que marcas negras sobre un fondo blanco. Y de la misma manera, si no conoces 
a ningún Escher tardío, tu percepción de Pineta di Calvi y Morano, Calabria 
y sus obras va a ser inevitablemente muy diferente de la de alguien que conoce 
bien a Escher tardío (y que se da cuenta de que los diferentes trabajos han sido 
realizados por la misma persona). 

Para mí o para cualquier otro, la percepción de la magia que se esconde en 
(o detrás de) las primeras impresiones de M.C. Escher se vería enormemente 
facilitada y catalizada por la experiencia previa de la magia en sus impresiones 
posteriores. De hecho, quizás esa sea la única ruta para ver su magia. 


Reflexiones sobre la inevitabilidad de un curso de vida artística 


Este vínculo que propongo entre la “magia escheriana primitiva” y la “ma- 
gia escheriana tardía” obliga a preguntarse: ¿Son realmente la misma magia? 
¿Habrían surgido necesariamente las segundas de las primeras? ¿Era el camino 
artístico de Escher inevitable y, en efecto, predestinado (a menos que se pro- 
dujeran catástrofes y cosas por el estilo)? Cuando miramos a los primeros Es- 
chers y a los últimos Eschers y decimos ver “el mismo espíritu”, ¿es como si 
miráramos las fotos de un adolescente y del anciano en el que se convirtió, y 
reconociéramos la misma impetuosidad (o el mismo espíritu de melancolía) a 
las dos edades? ¿O es posible que la intervención de eventos —eventos fortui- 
tos— hayan hecho una diferencia crucial? ¿Podría haber habido realmente un 
“M.B. Escher”, que nunca encontró el camino a la paradoja - o, si lo encontró, 
nunca lo encontró tentador? 
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Me pregunto, por ejemplo, sobre el fatídico destino de Escher —¿o fue 
fatídico?— Viaje de 1936 a la Alhambra de Granada, España. Es fácil y tenta- 
dor suponer que si M.C. Escher no hubiera hecho esa visita, nunca se habría 
obsesionado con la “división regular del plano” y nunca habría hecho los tese- 
lados que se convirtieron tal vez en su marca más célebre. Pero la verdad del 
asunto es algo más compleja. En primer lugar, ya a los 22 o 23 años, en los 
años 1920-21, cuando estudió en la Escuela de Arquitectura y Artes Decorati- 
vas de Haarlem, MCE había experimentado con cautela con patrones periódi- 
cos en el plano, así como con patrones de caras al derecho y al revés, que en 
conjunto rellenaban el plano de forma figurada y aplastada. En efecto, el propio 
Escher escribió: “Mucho antes de que descubriera en la Alhambra que los mo- 
ros tenían afinidad por la división regular del plano, ya lo había reconocido en 
mí mismo”. ([2], pp. 162-163, y [5, p. 103]) Así que ya había en el joven Escher 
una propensión latente a estudiar patrones planares entrelazados. 

Además, su visita a la Alhambra en 1936 no fue su primera visita, ya que 
también la había visitado en el otoño de 1922. En ambas ocasiones quedó im- 
presionado por la belleza y la complejidad de los azulejos en las paredes (¡y en 
los techos y suelos!), pero sólo después de la segunda visita se incendió con 
estas ideas. Sin embargo, el relato de Escher de por qué su pasión artística 
cambió de rumbo en esta etapa de su vida no se refiere al redescubrimiento de 
los encantadores azulejos de la Alhambra, sino más bien al hecho de que en 
1936 él y su esposa e hijos finalmente dejaron Italia para ir a Suiza, luego se 
mudaron a Bélgica y finalmente se establecieron en Holanda -ambientes que 
le parecieron más bien insípidos, y sobre los cuales escribió: “Descubrí que la 
apariencia exterior del paisaje y de la arquitectura es menos llamativa que las 
que se ven particularmente en la parte sur de Italia”. Así me sentí obligado a 
retirarme de las ilustraciones más o menos directas y fieles a la realidad que 
me rodeaba. Sin duda, esta circunstancia fue en gran medida la responsable de 
que mis visiones internas se hicieran realidad”. [6, p. 7] 

El propio Escher también comentó por qué no había seguido su interés 
inicial por los recubrimientos cerámicos y los teselados: Hacia 1924 imprimí 
por primera vez una tela con un bloque de madera de un solo motivo animal 
que se repite según un sistema particular, siempre teniendo en cuenta el prin- 
cipio de que no puede haber ningún "espacio vacío”...”. Expuse esta pieza de 
tela estampada junto con mi otro trabajo, pero no tuvo éxito”. [Itálicas añadi- 
das]. (Ver [2, p. 55] y [5, p. 84]). Así pues, vemos que, de alguna manera, 
dentro de M.C. Escher, incluso desde sus primeras exploraciones artísticas, 
existía una tendencia latente a explorar las ideas del maduro Escher, pero un 
factor crítico —y esto es quizás algo que hay que lamentar— era la naturaleza 
de la recepción por parte del público: ¿caliente o fría? 
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Al final, entonces, no es fácil separar la naturaleza de la educación, en los 
orígenes de la búsqueda de la magia visual de Escher. Sin embargo, yo perso- 
nalmente opino que de hecho uno ve las semillas del hombre en el niño, o, 
como dice el dicho, “El niño es el padre del hombre”. Y así, aunque yo mismo 
inventé al hipotético M.B. Escher que coincidió con M.C. Escher hasta los 38 
años, pero que nunca exploró los caminos que M.C. Escher hizo, intuitiva- 
mente retrocedo ante este escenario, sintiendo que es en verdad incoherente. 
El verdadero Escher estaba profundamente predispuesto a reaccionar ante el 
misterio visual y la extrañeza, y era, en mi opinión, inevitable que descubriera 
muchas visiones paradójicas. Por esta razón, mi ficticio M.B. Escher, aunque 
en la superficie tal vez un individuo plausible, me parece que es, en una refle- 
xión más profunda y prolongada, una severa contradicción. 

Sin duda, una vez que M.C. Escher se hizo suficientemente conocido, la 
gente acudió a él y le presentó ideas de las que de otra manera nunca habría 
oído hablar, y en este sentido el camino artístico de su vida no venía entera- 
mente desde dentro, y no era plenamente discernible o predecible por sus es- 
fuerzos juveniles. Así, por ejemplo, en 1959 Escher recibió un artículo de los 
científicos británicos L.S. y Roger Penrose en el que escribían sobre “objetos 
imposibles” y mostraban dibujos de triángulos y escaleras imposibles, entre 
otros, y a partir de estas chispas Escher creó rápidamente varias impresiones 
basadas en ellos. 

Del mismo modo, en 1958, el geómetra H.S.M. Coxeter envió a Escher un 
artículo sobre simetría que reproducía algunos de los teselados de Escher, pero 
que también contenía una sección sobre teselados hiperbólicos. Escher descri- 
bió el texto de Coxeter como “abracadabra”, pero las figuras lo llenaron de 
emoción. En efecto, escribió a su hijo Arthur [2, p. 91]: “Tengo la sensación 
de que me estoy alejando cada vez más del trabajo que sería un “éxito” con el 
“público”, pero ¿qué puedo hacer cuando este tipo de problema me fascina 
tanto que no puedo olvidarlo? 

Parece, entonces, que incluso el miedo al fracaso con el público podía ser 
superado cuando había una cantidad suficiente de fuego interno dentro de su 
cerebro — ¡y mucho más afortunados somos todos por eso! 


El veredicto de las miserables generaciones venideras 
Nunca conocí personalmente a M.C. Escher; lo más cerca que pude decir 
que estuve de hacerlo fue cuando conocí a su hijo George en el Congreso de 


Escher en Roma en junio de 1998, celebrando el centenario de M.C. Escher. 
George dio una maravillosa charla en la que mostró los frutos de su propia 


búsqueda apasionada de patrones. Los patrones consistían, en este caso, en 
ocho cubos de cartón pegados entre sí de tal manera que, una vez que toda la 
cinta estaba en su lugar, las construcciones resultantes podían flexionarse a lo 
largo de sus bordes pegados de modo que se voltearan hacia atrás y hacia de- 
lante entre dos configuraciones diferentes, formando cada una un cubo per- 
fecto de 2 x 2 x 2. Había miles de posibles patrones adhesivos, y George había 
explorado sistemáticamente todas y cada una de ellos y había encontrado alre- 
dedor de una docena de soluciones increíblemente diferentes, cada una de las 
cuales tenía una manera maravillosa de volverse del revés y, sin embargo, al 
final, terminar como la misma forma general. Los detalles de esta búsqueda, 
sin embargo, no son en absoluto mi punto de vista; todo lo que deseo señalar 
es que George había dedicado meses y meses al estudio de estos extraños ob- 
jetos, y de su intensa devoción a este oscuro pero elegante rompecabezas ha- 
bían surgido algunos descubrimientos maravillosos y totalmente contrarios a 
la intuición, que él nos ha mostrado a todos nosotros. 

Al final, anticipando claramente la pregunta que todos habíamos formu- 
lado en nuestras mentes, George comentó: “Quizá se pregunten qué tienen que 
ver este rompecabezas y sus soluciones con mi Padre en el mundo. En la su- 
perficie, nada en absoluto. Pero lo que tenemos en común es esta manera tan 
realista de lidiar con un rompecabezas puramente matemático, convirtiéndolo 
en un ejercicio práctico, y explorando cada rincón de él de una manera com- 
pletamente no-teórica, totalmente experimental, probando una cosa después de 
la otra. De esta manera, adquirimos una profunda intimidad con el dominio, y 
podemos hacer muchos descubrimientos fascinantes. Si ellos tienen algún tipo 
de importancia es dudoso, pero no podemos evitarlo. Yo, al igual que mi padre, 
estoy impulsado por una curiosidad tal vez tonta pero absolutamente insacia- 
ble. Y así es como todo esto tiene que ver con el artista que hoy celebramos 
aquí”. 

M.C. Escher, un joven de 24 años que sufría el dulce tormento de ver a 
demasiadas chicas bonitas e inaccesibles pavoneándose por todas partes, sin 
importar a dónde se dirigiera en la ciudad salvajemente romántica de Siena 
(¡como yo también sufriría, 44 años después, casi a la misma edad y precisa- 
mente en el mismo lugar!), se refugió de la constante tentación de Eros de la 
única manera que conocía - sumergiéndose en su arte - y esto es lo que dijo, 
en una carta de Siena a su muy cercano amigo de toda la vida Jan van der Does 
de Willebois [2, p. 24]: 


SÍ siones illosas están s tiende K OS, eN $ - 
Muchas impresiones maravillosas están surgiendo de mis manos, en su ma 
yoría laboriosas, pero la pregunta de si contienen alguna belleza, que de- 
jaré para que la contesten las miserables generaciones venideras. 


== 
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M.C. Escher and C.v.S. Roosevelt 


J. Taylor Hollist y Doris Schattschneider 


Mucho antes de que el arte de M.C. Escher se hiciera popular, Cornelius 
v.S. Roosevelt comenzó a coleccionarlo. Su colección de grabados, obtenida 
directamente de Escher en las décadas de 1950 y 1960, creció hasta incluir 
artículos y libros sobre Escher, correspondencia con y sobre Escher, y publi- 
caciones efímeras de Escher, desde reproducciones autorizadas (y piratas) de 
los grabados de Escher hasta artículos pop llamativos. 

Cornelius van Schaak Roosevelt (1915-1991), nieto del presidente esta- 
dounidense Theodore Roosevelt y residente desde hace mucho tiempo en Wa- 
shington, DC, se educó en Groton y Harvard y se trasladó al Instituto Tecno- 
lógico de Massachusetts, donde estudió ingeniería de minas. Entre 1938 y 1949 
trabajó para empresas mineras en México y en Shanghái, con servicio naval 
durante la Segunda Guerra Mundial en la División de Dispositivos Especiales 
de la Oficina de Aeronáutica. Durante la mayor parte de su carrera profesional, 
trabajó para la Agencia Central de Inteligencia de los Estados Unidos (1952- 
1973) [3]. Su principal logro en la agencia fue presidir un comité interinstitu- 
cional sobre contramedidas de vigilancia técnica, que recomendó formas de 
contrarrestar las escuchas electrónicas. 

Conocido por sus amigos como “Corny”, era un ávido coleccionista de mu- 
chos objetos. Su colección de netsuke japonés tallado en marfil, por ejemplo, 
rivalizaba con la mejor, y su bibliografía sobre la literatura del netsuke [11], 
fue durante años una referencia estándar para los coleccionistas. Siempre es- 
tuvo a la altura de los desafíos de la aventura: excavaciones arqueológicas en 
el Medio Oriente, ver un motor antiguo en una selva centroamericana para el 
Smithsonian, bucear (incluso en sus últimos años), planear y volar en globo en 
todo el mundo. Le encantaba reparar relojes y construir, diseñar y jugar con 
aparatos eléctricos en su taller. Una historia escrita en 1982 sobre el taller en 
su apartamento de Georgetown da una idea de lo meticuloso y organizado que 
era Roosevelt. (Estos rasgos ejemplificaban el manejo de todas sus coleccio- 
nes, que se transmitirían a los hogares apropiados al final de su vida, algo poco 
común en las adquisiciones de museos). 
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Cornelius van S. Roosevelt en 1978. Foto cortesía de 
Marguerite Rawdon-Smith 


El dormitorio extra en el condominio Georgetown de Cornelius Roosevelt no 
tiene cama, oficina o zapatillas... “Esta es mi tienda”, dice Roosevelt, mien- 
tras conduce a un huésped a través de su elegante apartamento amueblado 
a la habitación que es su impecable taller doméstico... Lo que Roosevelt ha 
creado en la sala de 12 x 16 pies es un taller polivalente para pequeños 
proyectos de carpintería, metalurgia y reparación... Y como su afición con- 
sume vorazmente espacio, se enfrentó al reto creando lugares para almace- 
nar hasta la última tuerca y perno... 

Todo tiene su lugar designado. Hay cajones especiales, explica Roose- 
velt, para hacer agujeros y taladrar todas las cosas ”. Hay armarios con ca- 
jones para los tornillos y arandelas más pequeños y compartimentos espe- 
ciales para tubos de pegamento... “Puedo arreglar casi cualquier cosa”, 
dice Roosevelt, modestamente. “Es muy divertido. Mi trabajo favorito es 
construir cosas o repararlas... * 

... desde su infancia en Oyster Bay, Long Island, cerca de la finca de su 
abuelo en Sagamore Hill, ha estado “interesado en cómo funcionaban las 
cosas”. Recuerda que aprendió mucho sobre el trabajo con las manos del 
antiguo mecánico de submarinos, que trabajó como chofer para su abuela 
materna, y también del superintendente de su taller de Oyster Bay, que había 
sido el asistente del general Roosevelt en Italia en la Primera Guerra Mun- 
dial... 

En 1952 Roosevelt se mudó a un apartamento en Washington, pero con- 
tinuó su mayor trabajo de carpintería en Oyster Bay los fines de semana... 
“Cuando me mudé a un apartamento de un dormitorio en Washington, la 
mitad de mi escritorio era mi tienda. Cuando conseguí un apartamento de 
dos dormitorios, el de invitados se convirtió en una tienda con un sofá con- 
vertible para los invitados. Y en 1974, tenía un apartamento de un dormitorio 
y otro de dos dormitorios combinados. Ahora tengo suficiente espacio para 
usar uno de los tres dormitorios como mi tienda.” Como su apartamento 
actual tiene dos cocinas, puede usar una de ellas como espacio de almace- 
namiento para herramientas más grandes. Roosevelt... come prácticamente 


=16= 


todas sus comidas en restaurantes... Ha apagado uno de sus refrigeradores, 
y el otro no tiene ni un bocado de comida, sino que está lleno de “baterías 
para mis luces de buceo, película, papel para mi copiadora, refrescos y siete 
tipos de cerveza”. [9] 


La Colección Roosevelt 


A principios de la década de 1950, Roosevelt comenzó a coleccionar el 
arte de Escher. Su objetivo se convirtió en poseer una amplia gama de obras 
de Escher que pudiera reunir; esto llegaría a ser la pieza central de la colección 
de Escher en The National Gallery of Art en Washington, DC. La National 
Gallery posee ahora la mayor colección de arte de Escher fuera de Holanda; 
Roosevelt donó más de 200 grabados originales de Escher. Algunos extractos 
del Washington Print Club Newsletter de 1974 [1], con motivo de la donación 
de su colección a la National Gallery, revelan la historia que hay detrás de la 
colección. 


Aunque él no lo sabía, su destino [de Roosevelt] fue sellado en 1954 cuando 
se dirigió a la galería de la librería Whyte "s Book Store donde se exhibió la 
primera exposición de Escher en Washington en un momento en que el ar- 
tista era prácticamente desconocido en Estados Unidos. Allí se sintió lo su- 
ficientemente intrigado por lo que vio como para comprar tres artículos por 
$12 a $15 cada uno... El americano y el holandés se escribían regularmente. 
El primero quería saber más sobre las impresiones y hacer nuevas adquisi- 
ciones. Este último necesitaba ayuda y asesoramiento ante el creciente nú- 
mero de solicitudes de estadounidenses que deseaban ilustrar libros, artícu- 
los, folletos y demás con reproducciones de sus gráficos. En poco tiempo 
Roosevelt se convirtió en una especie de agente voluntario de Escher en su 
tiempo libre, y se encargó de todo, excepto de la parte impresa de los nego- 
cios del artista con el mundo angloparlante... Se encontró en contacto con 
más y más gente que quería reproducir los gráficos. Como ya poseía muchas 
de las más importantes, las fotografiaba y proporcionaba negativos a quie- 
nes se consideraban dignos, con la condición de que cada obra debía ser 
identificada por su título correcto, por el nombre del artista y por la colec- 
ción de la que procedía. El único honorario exigido por el artista y su agente 
era el precio del negativo. 

Por lo que puedo decir, Roosevelt respondió la mayor parte de su co- 
rrespondencia personalmente, refiriendo a la gente a artículos, libros y otras 
fuentes, y se puso a disposición de muchos entusiastas que querían ver y 
discutir su colección. También llevó a cabo otras misiones para el artista. 


== 


...Fue en el apartamento de Roosevelt donde se filmaron los gráficos que 
aparecen en la película [Adventures in Perception]. Más tarde encargó a un 
artesano japonés que tallara varios de los diseños del artista en bolas de 
marfil. 

...Roosevelt conservó las 300 cartas del holandés. En ellas Escher habla 
de asuntos de negocios, habla de su vida cotidiana y de su vida en general, 
analiza muchos aspectos de sus impresiones y Sus preocupaciones artísticas, 
expresa su baja opinión de la mayoría de los artistas contemporáneos, re- 
prende a aquellos que intentan leer significados de su obra que él no había 
pensado, comenta sobre asuntos del mundo, etcétera. ... Estas cartas se com- 
plementan con la voluminosa correspondencia que Roosevelt mantenía con 
otros escheritas... Además, Roosevelt guardó todo el material impreso de 
Escher que llegó a sus manos mediante la creación de 12 elegantes álbumes 
de recortes que contienen un surtido heterogéneo de material cuidadosa- 
mente montado que documenta la creciente fama del impresor. 

Y por si fuera poco, también hay carteles de las exposiciones de Escher, 
reproducciones autorizadas y no autorizadas, algunas de excelente calidad 
y otras horribles, y diversas chucherías... 

A estas alturas ya debería estar claro que se trata de un coleccionista 
infatigable cuya feliz obsesión había tomado una vida expansiva (¡y cos- 
tosa!) por sí misma. ... En resumen, las cosas se estaban saliendo de control. 
Después de la muerte de Escher, Roosevelt se dio cuenta de que había lle- 
gado el momento de encontrar un hogar institucional para sus reuniones. 
Varios museos estaban ansiosos por conseguir las copias, pero no estaban 
dispuestos a aceptar el resto del material... Cuando Roosevelt se enteró de 
que la [Galería Nacional] estaba desarrollando un importante centro para 
la erudición artística, y la Galería Nacional descubrió que deseaba entregar 
todo a ese lugar, el resultado fue inevitable. 


El primer autor (Taylor Hollist) nunca se reunió con Roosevelt en persona, 
pero sí habló con él por teléfono varias veces y mantuvo correspondencia con 
él. Cuando Hollist le pidió a Roosevelt su foto de pie junto a algunas copias de 
Escher, Roosevelt le envió una copia de una edición de 1974 de Holland He- 
rald, una revista de noticias de los Países Bajos, que contenía la foto de Roo- 
sevelt en un artículo titulado “The Roosevelt Eschers”. Una característica es- 
pecial de la revista era que contenía 27 de las obras del artista junto con 22 
páginas dedicadas a la obra, la vida y los tiempos de Escher (con fotografías 
de familia). 

La segunda autora (Doris Schattschneider) conoció a Roosevelt a princi- 
pios de la década de 1970, mientras que su voluminosa colección aún se en- 
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contraba en su apartamento de Georgetown. Todo lo que se señala en el ar- 
tículo anterior sobre la meticulosa documentación y organización de su colec- 
ción es cierto: el sueño de un investigador. No sólo todos los materiales sueltos 
estaban cuidadosamente montados en álbumes de recortes de cuero mecaniza- 
dos, sino que también se alojaba un fichero completo de todos los materiales 
en carpetas de cuero. Durante un período de casi veinte años, hubo frecuente 
correspondencia entre Schattschneider y Roosevelt (con el temor añadido de 
su parte de saber muy bien que cada palabra que escribía se conservaría en uno 
de esos álbumes de recortes). Y de hecho, Roosevelt contestó toda su corres- 
pondencia de manera personal y rápida, a menudo escrita a mano en postales 
antiguas. En muchas ocasiones, Schattschneider investigó con su colección en 
su apartamento (aunque la donación a la NGA se anunció en 1974, la transfe- 
rencia de materiales se produjo en un período de varios años). Roosevelt fue 
extremadamente generoso con su tiempo y materiales y alentó su trabajo. Tam- 
bién añadió a su colección de “chucherías diversas” dos prototipos originales 
hechos a mano de sus M.C. Escher Kaleidocycles [13], y ayudó a Roosevelt a 
añadir a su colección de correspondencia de Escher la correspondencia de otras 
personas poniéndose en contacto con ellas e invitándolas a donar las suyas. 
H.S.M. Coxeter fue uno de los que felizmente se vio obligado. 

Roosevelt estaba tan empeñado en tener una colección completa de publi- 
caciones sobre Escher que empleó un servicio de recortes; el resultado es una 
asombrosa variedad de artículos de todo el mundo. También pagó a profesio- 
nales para que tradujeran algunos de los escritos de Escher del holandés al 
inglés, incluyendo el libro de Escher de edición limitada de 1957 Regelmatige 
Vlakverdeling (División Regular del Plano). Gracias a Roosevelt, este impor- 
tante ensayo de Escher estuvo a disposición de los investigadores (incluido 
Schattschneider) diez años antes de su publicación en [2]. Después de la 
muerte de Escher en 1972, Roosevelt compró 24 grabados tempranos realiza- 
dos entre 1917 y 1929, que Escher había regalado a Bastiaan Kist, un compa- 
ñero de clase de la escuela de arte. La correspondencia entre Roosevelt y el 
hermano de Bastiaan, Jan R. Kist, llevó a la adquisición de estas primeras im- 
presiones. También a través de Jan R. Kist, los modelos originales en los que 
Escher basó sus Nudos grabados en madera fueron entregados a la Galería Na- 
cional de Arte. Desde un punto de vista histórico, los materiales escritos son la 
parte más valiosa de la Colección Roosevelt en la Galería Nacional. La mayo- 
ría de los ejemplos citados en este documento son de esta colección. La Galería 
continúa añadiendo materiales relevantes a medida que estén disponibles; sin 
duda, este libro formará parte de la colección. 
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Roosevelt y Escher 


En la colección de correspondencia se mencionan dos ocasiones en las que 
Roosevelt y Escher se conocieron en persona: en 1960, cuando Escher dio una 
conferencia en el Massachusetts Institute of Technology de Boston, y en 1968, 
cuando Roosevelt fue a Holanda para una exposición retrospectiva de Escher 
en La Haya. La invitación de Escher a Roosevelt en una carta fechada el 8 de 
mayo de 1968 es típicamente directa: “¿Podemos arreglar su llegada a Baam 
el domingo 9, a última hora de la tarde, para compartir nuestra (simple) cena? 
Comemos a eso de las 7:00. Si llega a las 5 o 5.30, tendremos tiempo para 
ocuparnos de algún trabajo que no esté expuesto, tanto antes como después de 
la cena. Por favor, escríbame si está de acuerdo. Si el sábado le conviene más, 
está bien para nosotros”. 

Una carta del 7 de marzo de 1964 ilustra un ejemplo del papel consultivo 
que Roosevelt desempeñó. Escribe a Escher: “En breve recibirá una carta del 
Pratt Graphic Art Center de Nueva York pidiéndole permiso para reproducir 
ocho o diez de sus obras para su publicación. Le recomiendo encarecidamente 
que dé su permiso en este caso. El Centro de Artes Gráficas Pratt es una insti- 
tución educativa sin fines de lucro muy bien considerada en los círculos de 
artes gráficas de este país”. Y en una carta del 21 de abril de 1969: “¿Ha con- 
siderado alguna vez permitir que un fabricante textil utilice algunos de sus di- 
seños de relleno de espacio como diseños textiles? Varios de sus patrones re- 
producidos en el libro del profesor MacGillavry son excelentes para los texti- 
les”. Una carta de Escher a Roosevelt fechada el 6 de mayo de 1966, demuestra 
la confianza de Escher en su amigo americano: “Dejé de vender copias a clien- 
tes individuales y les di las direcciones de Schuster y Michelson, pero usted es 
la excepción, por supuesto”. Schuster y Michelson eran dueños de galerías de 
arte. La Michelson Gallery of Fine Arts en Washington, DC todavía vende 
originales de Escher. 

Escher a menudo le escribía a Roosevelt sobre sus ideas para las impresio- 
nes - compartían un vínculo común de curiosidad en cuanto a cómo se armaban 
las cosas. En una carta a Roosevelt (30 de noviembre de 1961), Escher esbozó 
un tribar, un objeto imposible que le había dado la idea de su litografía Water- 
fall (página 91). Escher explicó: “La cascada, que es totalmente nueva, se basa 
en una idea de los dos Penrose. Es otro de sus excitantes “objetos imposibles”, 
que copio aquí debajo para ti. Publicado en el “British Journal of Psychology” 
en febrero de 1958. Título del artículo: “Impossible objects: a special type of 
visual illusion” de L.S. Penrose y R. Penrose. También mencionan mi nombre 
en este artículo.” 


Roger Penrose fue uno de los muchos matemáticos y científicos que acu- 
dieron a Escher. En marzo de 1962, Escher escribió a Roosevelt: “El joven Dr. 
Roger Penrose, hijo del profesor de Londres, me hizo una visita muy agradable 
con su esposa. Teníamos tantas cosas que discutir y tanto que decirnos que 
perdieron su avión de vuelta a Inglaterra. A menudo me sorprende la simplici- 
dad y el juego infantil de la mayoría de estos sabios científicos y es por eso 
que me gustan y me siento más a gusto con ellos que con mis propios colegas”. 

La correspondencia continuó en los últimos años de Escher. En una postal 
enviada a Roosevelt en 1970 (cuando Escher estaba muy enfermo), escribe 
sobre su nueva vida en una casa especial para artistas jubilados. La dirección 
del remitente es Rosa Spier Huis en Laren, Holanda. La tarjeta dice: “Querido 
Sr. Roosevelt, muchas gracias por su amable carta del 12 de noviembre, que 
debería haber respondido desde hace mucho tiempo, pero no tiene idea de lo 
ocupada que está la vida aquí. Tan pronto como tengo tiempo, estoy trabajando 
en la reimpresión de bloques viejos, nunca suficientes para satisfacer la de- 
manda de copias en los Estados Unidos, especialmente en California el año 
pasado. Pero también Michelson compró unos 25 ejemplares. Espero que esta 
tarjeta le llegue realmente por correo aéreo, pero no estoy muy seguro. Estoy 
muy contento y satisfecho con mi vida aquí: ¡mucho mejor que en Baarn! 
Atentamente, M.C. Escher”. 

Cuando Escher escribió sobre la “reimpresión de bloques antiguos”, se re- 
fería a la reproducción manual de su obra mediante un proceso de impresión 
en bloques de madera. Cuando una impresión está hecha de un bloque de ma- 
dera tallado exponiendo el veteado lateral, se le llama “relieve en madera” (Xi- 
lografía), y cuando la impresión está hecha de un bloque de madera tallado 
exponiendo el veteado final (para trabajos más finos y detallados), se le llama 
“srabado en madera”. Para hacer una impresión, Escher extendía tinta sobre 
su bloque de madera tallada con un rodillo, luego colocaba una hoja de papel 
sobre el bloque de madera y frotaba laboriosamente el papel con una cuchara 
de hueso, tirando suavemente del papel de vez en cuando para ver cómo pro- 
gresaba la imagen. 

Algunas de las cartas de Escher explican cómo emplearía la simetría para 
producir una impresión y cómo usaría el mismo bloque para producir diferen- 
tes colores de figuras en la impresión. Su descripción a Roosevelt en una carta 
fechada el 2 de febrero de 1962, completa con un dibujo marginal (Fig. 1) 
revela cómo imprimía Smaller and Smaller (Fig. 2). (Escher usaba letras rojas 
y negras en su nota; nosotros usamos una * para denotar el rojo.) 


Una copia completa de 'Smaller and Smaller”, como la que usted tiene, está 
compuesta por 
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a) una parte central, impresa en negro y rojo a partir de dos bloques (A y 
A”), de los cuales el “negro” es un bloque de boj de veta final de la mejor 
calidad disponible, necesario debido a la minuciosidad de los detalles. 

(b) Cuatro partes idénticas del borde (B y B”), que rodean el centro. 

Se cortan en bloques de madera de peral de veta lateral simple. 


Pearwood blocks 


Fig. 1. Bosquejo de Escher de su 
método de imprimir Smaller and 
Smaller. De la Colección Corne- 
lius Roosevelt de la National 


Gallery of Art Library ; Na : ió Y > 


Fig. 2. M.C. Escher, Smaller and Smaller, 1962. 
Xilografía 

Observe en la Fig. 1 que el bloque A se usa una vez para imprimir los 
lagartos negros en el centro y el bloque A” una vez para imprimir los lagartos 
rojos en el centro. El bloque B se utiliza cuatro veces para imprimir los lagartos 
negros alrededor del exterior, y el bloque B” cuatro veces para imprimir los 
rojos. Este esquema da la simetría de rotación del anillo exterior. Otras letras, 
de Escher al matemático H.S.M. Coxeter, describen el esquema de impresión 
de las xilografías Square Limit (página 232) y Circle Limit HI (placa de color 
4). 

El trabajo de Escher ganó popularidad en los Estados Unidos principal- 
mente a través de la cobertura de la prensa nacional, comenzando con artículos 
en la revista Time en abril de 1951 [10] y en la revista Life en mayo de 1951 
[14]. Diez años después, The Saturday Evening Post [7] tenía un artículo, y la 
portada de Scientific American [5] señalaba la mención de su trabajo en la co- 
lumna de Martin Gardner. En 1966, Escher apareció en This Week, una revista 
con una tirada de 14 millones que se distribuyó con muchos periódicos domi- 
nicales en todo Estados Unidos, y la columna de abril de Martin Gardner “Mat- 
hematical Games” en Scientific American se dedicó a la obra de Escher [6], 
Estos artículos lanzaron una avalancha de correo al artista, preguntando por 


sus impresiones. La carta de Escher del 6 de mayo de 1966 a Roosevelt la- 
menta: “Después del artículo del Sr. Gardner, mis clientes, especialmente en 
América, no me dan paz”. 

El dibujo de Escher que ilustró la portada de abril de 1961 de Scientific 
American merece más comentarios. El dibujo original de Escher de 1938 [12, 
p. 130] consiste en entrelazar aves azules y blancas volando en direcciones 
opuestas — estas mismas aves son la pieza central de su impresión Day and 
Night (página 46). Evidentemente el editor de Scientific American no encontró 
el original lo suficientemente colorido, y contrató a Mary Russel para que co- 
loreara libremente los pája- 
ros oscuros con varios colo- 


res diferentes. (La cubierta SCIENTIFIC 
“coloreada? de Escher se 
puede ver en [12, p.289].) Es- AM E RICAN 

cher nunca habría coloreado se a 3 > 
a las aves de esa manera.  b Á ] 


Como un cartógrafo, prefirió 
la regla de usar el menor nú- 
mero de colores para que dos 
figuras adyacentes no com- 
partieran el mismo color [12, 
p. 55], sin embargo, escribió 
una graciosa carta (fechada el 
7 de abril de 1961) al editor, 
Dennis Flanagan, en la que 
señalaba un error de área. 
“Los pájaros de diferentes : 
colores en la portada son una umm vosue : AUTO CEVIS 
fantasía muy agradable y April 1967 
aceptable. Creo que sólo se o 

cometió un error: en la des- 

cripción de la portada de la página 4 se dice que los espacios entre las aves de 
colores están llenos de aves blancas de la misma forma. Eso no es cierto, por 
dos razones. Primero: al volar en dirección opuesta, un espectador superficial 
podría concluir que son reflejos especulares de los pájaros de colores. En ese 
caso serían “similares” pero no “idénticos”. En segundo lugar, ni siquiera son 
similares; son “diferentes”: por ejemplo, las colas de pájaros de colores van 
“arriba”, las blancas “abajo”. Por favor, disculpen este “correctivo”; estoy muy 
orgulloso de estas dos reproducciones de mi trabajo... ¿Podría por favor trans- 
mitir mis felicitaciones al Sr. Gardner...” 


a 


La columna de 1961 en Scientific American de Martin Gardner trataba so- 
bre un nuevo texto de geometría de H.S.M. Coxeter, que (inusual en esa época) 
contenía dos de los dibujos de simetría de Escher. Antes de su publicación, 
Gardner contactó a Escher con respecto a la reproducción del dibujo de Escher 
de los jinetes (página 29) para su columna, y de una obra de Escher para la 
portada de la revista. He aquí un vistazo a dos de las cartas de Escher. 

Escher a Gardner (17 de enero de 1961), “Déjenme decirles primero que 
conozco su nombre bastante bien, no como columnista de “Scientific Ameri- 
can”, sino como el escritor de “The Annotated Alice”. El Prof. Coxeter me 
llamó la atención sobre este libro cuando fui su invitado el pasado mes de no- 
viembre y compré inmediatamente una copia yo mismo, lo que me gusta mu- 
chísimo. Soy desde hace mucho tiempo un fan de Alice, pero desde que leí sus 
anotaciones, ¡muchos detalles incomprensibles se hicieron claros! Cierta- 
mente, me alegraría si mi talla de madera de color redondo (que Coxeter llama 
“The Miraculous Draught of Fishes” y que yo titulo “Circle Limit IT”) pudiera 
ser reproducida en la portada de la revista. Creo que esta impresión satisfaría 
muy bien en este caso especial. ¿No sería posible comprar o dejar que la revista 
compre uno de mis ejemplares originales? Desafortunadamente es una de mis 
xilografías más caras: una copia cuesta $70 (extremadamente difícil y que re- 
quiere mucho tiempo para ser reimpresa). Estoy dispuesto a enviarles una co- 
pia y estoy seguro de que el mejor resultado vendría de fotografiar y reproducir 
directamente el original”. 

Escher a Gardner (30 de enero de 1961), “Muchas gracias por su carta del 
23 de enero... Ahora esperemos que mi “Circle Limit III” (que les estoy en- 
viando hoy como material impreso registrado, por correo aéreo, empaquetado 
en un contenedor de cartón sólido) ¡no sea una decepción para la Sra. Gardner 
y para usted! Puede que tengan curiosidad sobre la forma en que fue diseñado 
e impreso, por lo que adjunto una copia de mi carta al Prof. Coxeter, junto con 
su respuesta de mayo de 1960. Sus explicaciones teóricas son, sin duda, más 
comprensibles para usted que para mí. Soy y siempre seré un perfecto lego en 
el campo de las matemáticas. 

Es cierto que nunca podría haber hecho esta foto si no hubiera visto una 
figura esquemática en una de las publicaciones de Coxeter, pero tan pronto 
como empieza a discutir de forma abstracta, con fórmulas, estoy completa- 
mente perdido. Creo que no lo creerá, pero es un hecho”. 

La columna posterior de Gardner en abril de 1966 [6] reprodujo muchas 
de las impresiones de Escher, y aquí Roosevelt desempeñó un papel impor- 
tante. 


== 


Escher a Gardner (30 de enero de 1966), “Es una circunstancia muy afor- 
tunada que el Sr. Cornelius Roosevelt posea una gran colección de mis graba- 
dos y que esté listo para prestarle las piezas que necesite, y que usted esté dis- 
puesto a tomar la molestia de un viaje a Washington para tomar una decisión; 
por favor tome todas las fotografías que necesite. El Sr. Roosevelt desde hace 
muchos años ha sido muy amable y servicial conmigo. Lo conocí una vez en 
1960 en el MIT, Cambridge Massachusetts, con ocasión de una pequeña expo- 
sición de mi trabajo y una conferencia para los estudiantes del profesor Arthur 
von Hippel. Vino expresamente de Washington para mostrarle al público su 
copia de mi tira “Metamorphose” ”. 

Roosevelt a Escher (6 de febrero de 1966), “Hace algún tiempo recibí una 
llamada telefónica del Sr. Martin Gardner de la revista Scientific American, y 
me dijo que quería hacer un artículo sobre algunos de los aspectos técnicos de 
su trabajo. Aunque había mantenido correspondencia con el Sr. Gardner du- 
rante varios años, nunca lo había conocido. En este último caso, cuando me 
preguntó si podía utilizar parte de mi colección de su trabajo en el artículo, le 
dije que estaría encantado de cooperar, pero sólo después de que usted le hu- 
biera dado su permiso para escribir el artículo. Hace poco tiempo, el Sr. Gard- 
ner llamó y dijo que usted había aceptado su idea. Ayer vino a Washington y 
pasamos un día muy agradable repasando todas las más de 80 obras que tengo 
aquí. Fue muy meticuloso y me mostró su carta antes de que empezáramos. Le 
acompañó un fotógrafo que hizo que toda la operación fuera muy sencilla y 
eliminó la necesidad de sacar las impresiones del cuadro y enviarlas por correo 
a la revista. Las obras que seleccionó para la fotografía fueron: Knots, Order 
and Chaos, Encounter, Heaven and Hell, Belvedere, Tetrah. Planet, Waterfall, 
Double Planetoid, Strip of Moebius, Day and Night, Verbum, Mosaic Il, As- 
cent and Descent, Three Spheres, Moebius Strip, Force of Gravity, Relativity, 
Reptiles, Predestination, Cube £ Ribbons, Hand K£ Globe, Magic Mirror, 
Three Spheres HH. Por supuesto, en estos momentos es imposible saber si va a 
utilizar tres, diez o veinte de ellos. Su editor tendrá la última palabra, pero 
pensé que le interesaría la selección que hizo. Me sorprendió bastante cuando 
no estaba interesado en varios que pensé que encajarían con su artículo, tales 
como 1956 Smaller and Smaller, 1947 High and Low, 1955 Convex and Con- 
cave, y particularmente 1956 Print Gallery. Dijo que sólo le interesaban aque- 
llos de los que tenía algo que decir”. 

Escher a Gardner (20 de abril de 1966): “Creo que su artículo es excelente. 
Describe mis impresiones muy claramente, con detalles que no sólo son intere- 
santes para los amantes de las matemáticas, sino también para mí. Aunque me 
alegra especialmente que hayas reproducido mi última impresión, “Knots” es 


una lástima que se extienda verticalmente, de modo que los dos nudos peque- 
ños están irrazonablemente lejos del grande. Entiendo la razón, pero mejor ha- 
bría sido darle a “Tres Esferas” un poco menos de espacio y reproducir “Nudos” 
en sus proporciones originales”. 

Estos artículos desataron una marea de interés en la obra de Escher que 
continuó creciendo mucho después de su muerte. Aunque la Fundación Escher 
se había formado para manejar asuntos de permisos y licencias, Roosevelt se- 
guía siendo objeto de solicitudes. Finalmente, Roosevelt se retiró por completo 
de cualquier papel de “agente”, pero respondió a algunas solicitudes de fotos, 
una vez obtenido el permiso de la Fundación. En una carta a Gardner (5 de 
diciembre de 1980), Roosevelt informó: “En los últimos años, las cuestiones 
relativas a los derechos de autor de Escher se han visto tan afectadas que me 
he retirado por completo de la escena. El hijo de Escher, George, me escribió 
hace varios años y me pidió que siguiera poniendo fotografías a disposición de 
los editores”. 


Un legado duradero 


Lo que comenzó como un interés personal y se convirtió en una obsesión 
de Cornelius Roosevelt ha dejado al público un legado duradero que es acce- 
sible a todos los que desean utilizar los servicios de la Galería Nacional de 
Arte. Durante la vida de Escher, Roosevelt contribuyó generosa y oportuna- 
mente al servicio del artista (que nunca quiso ser un hombre de negocios), 
reunió una invaluable colección de archivos de grabados y recuerdos de Es- 
cher, y conservó numerosos registros escritos publicados e inéditos sobre Es- 
cher. Probablemente no hay otro lugar donde existan tantas cartas originales 
para, de y sobre Escher. Esta colección ofrece explicaciones sobre los métodos 
de impresión de Escher y revela las fuentes de algunas de sus ideas. Muestra 
el lado humano de Escher y de los que interactuaron con él. Para los admira- 
dores, investigadores, coleccionistas, estudiantes e ilusionistas artísticos actua- 
les de Escher, es una suerte que un ingeniero estadounidense que trabaja para 
la CIA se haya interesado en este artista gráfico holandés al coleccionar su arte, 
correspondencia y objetos que la mayoría de los museos no coleccionarían, y 
luego los haya donado a la Galería Nacional de Arte. 


Referencias 


—86— 


[1] Ruth B. Benedict, “Hooked on Escher”, Washington Print Club Newsletter, 
mayo-junio de 1974, pp. 12-15. 

[2] F.H. Bool, B. Ernst, J.R. Kist, J.L. Locher, F. Wierda, M. C. Escher. His 
Life and Complete Graphic Work. Nueva York, Harry N. Abrams, 1982 

[3] Cornelius “Corny” Roosevelt, The Daily Telegraph, Obituarios. Londres, 
Inglaterra, 16 de agosto de 1991 

[4] Bruno Ernst, El espejo mágico de M.C. Escher. Random House, 1976. 
Taschen América, 1994 

[5] Martin Gardner, “Concerning the diversions in a new book on geometry”, 
Scientific American, 204 (1961), pp. 164-175. 

[6] Martin Gardner, “The eerie mathematical art of Maurits C. Escher”, Juegos 
Matemáticos, Scientific American, 214 (1966) 110-121. 

[7] E.H. Gombrich, “How to Read a Painting”, The Saturday Evening Post, 29 
de julio de 1961, pp. 20-21, 64. 

[8] J. Taylor Hollist, “Escher Correspondence in the Roosevelt Collection”, 
Leonardo, 24, no. 3 (1991) 329-331 

[9] Jura Koncius, “Nuts and Bolts in a Georgetown Condo”, The Washington 
Post, 16 de septiembre de 1982, Washington Home; Decorating, p. 12. 

[10] “Prying Dutchman”, Time, 2 de abril de 1951, p. 50. 

[11] C.v.S. Roosevelt, Netsuke: A bibliography. Washington DC, publicado 
por el autor, 1978 

[12] Doris Schattschneider, Visions of Symmetry: Notebooks, Periodic Draw- 
ings, and Related Work of M. C. Escher. Nueva York, W.H. Freeman 4 
Company, 1990 

[13] Doris Schattschneider, Wallace Walker, M.C. Escher Kaleidocycles. 
Nueva York, Ballantine Books 1977, Ronhert Park, CA, Pomegranate Art- 
books, y Colonia, Taschen Verlag, 1987 

[14] “Speaking of Pictures”, Life, 7 de mayo de 1951, pp. 8-10. 


y 


El Sentido de Maravilla de Escher 


Anne Hughes 


Para mí la luna es un símbolo de apatía, la falta de asombro que es la suerte 
de la mayoría de la gente. ¿Quién siente una sensación de maravilla cuando 
la ven colgando en el cielo? Para la mayoría de la gente, ella es sólo un 
disco plano que de vez en cuando recibe un mordisco, nada más que un sus- 
tituto de una farola. [2] 


El lamento de Escher se refleja en la exaltación del poeta zen P”ang-Yun: 
“¡Qué maravilla de sobrenaturalidad y qué milagro! Yo saco agua y llevo 
leña”. El arte de Escher y las palabras de los maestros Zen nos ponen en con- 
tacto directo con el proceso de vida en constante cambio que se manifiesta 
perpetuamente. El Zen a veces se describe como desplazarse con la vida sin 
tratar de interpretarla, para tener una conciencia inmediata de las cosas tal 
como son. 


Alain Bosquet, escritor y crítico literario francés, escribió una vez: “El 
poema ofrece al lector una oración secular, a través de la cual puede imaginar 
nuevas relaciones entre el hombre y el universo, el hombre y el vacío, el hom- 
bre y él mismo”. Como la poesía, el arte puede ofrecer al espectador un prisma 
a través del cual imaginar estas relaciones. En este artículo, examinaremos tres 
de las impresiones de Escher desde este punto de vista Zen. 


El hombre y el universo en Order and Chaos 


En la impresión de Escher Order and Chaos (Orden y Caos) (Fig. 1) nues- 
tra atención se centra en el impresionante sólido geométrico del centro. Sólo 
más tarde nos damos cuenta de que está rodeado de los que denominamos ob- 
jetos inútiles y descartados: un remanente de cuerda, un trozo de papel arru- 
gado, un vaso roto, una puntera metálica de un zapato, una lata de sardinas 
vacía. Si viéramos alguno de estos objetos tirado en la calle, la mayoría de 
nosotros probablemente no les daríamos una segunda mirada. Sin embargo, 
Escher las ha colocado alrededor de su hermoso centro de mesa simétrico. 
¿Qué están haciendo allí? Echemos un vistazo más de cerca, empezando por 
la cáscara de huevo en la parte superior. 

Debido a que está roto, una respuesta típica es que la cáscara de huevo es 
inútil y, por lo tanto, fea. Pero si miramos de nuevo, sin ningún juicio previo y 
sólo miramos el objeto tal como es, comenzamos a notar que el borde de la 
cáscara tiene un patrón inusual alrededor de él y el exterior tiene un cierto 
resplandor. La curva del borde es una que es única en esa cáscara de huevo; 
ninguna otra cáscara rota tendrá nunca esa forma particular. De hecho, afirma 
con orgullo su propio valor, independientemente del huevo que una vez llevó 
y guardó. Y no se deja intimidar en lo más mínimo por el imponente sólido en 
el centro. 

El papel arrugado está a la derecha — ¿cuántas veces hemos tirado hojas 
de papel de forma similar? Si examinamos esta hoja, nos revela un intrincado 
patrón de formas. Para algunos, sugiere una montaña afilada rodeada de olas 
fuertes; para otros, es una elegante prenda de vestir compuesta de dobleces y 
arrugas, que se admiraría mucho si estuviera hecha de piedra o mármol y se 
exhibiera en un museo. 

Justo debajo está el fondo de un vidrio roto. El borde tiene un movimiento 
elegante que se puede admirar desde muchos ángulos diferentes. Uno de ellos 
se refleja en el sólido central. Por último, observamos la tapa de la botella en 
la parte superior - golpeada y aplastada, víctima de los muchos camiones y 
coches que han pasado por encima de ella. Sin embargo, conserva un grado de 
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integridad innegable que se niega a ser derrotado o a maravillarse con el ma- 
jestuoso centro de mesa. 

Así es que cada objeto revela su propia historia fascinante, si en lugar de 
mirar brevemente, realmente observamos. Una historia sobre el sacerdote bu- 
dista Pao-chi, que vivió en la dinastía T*ang, puede darnos más detalles. Un 
día Pao-chi estaba de pie cerca de un puesto de carnicero. Un cliente vino a la 
carnicería y le dijo: “Véndeme buena carne”. El carnicero respondió: “Aquí no 
tenemos carne mala”. Este intercambio llevó a Pao-chi a una repentina reali- 
zación del valor de todas las cosas. 

Shundo Aoyama, sumo sacerdote del templo Muryo-ji, interpreta la histo- 
ria de la siguiente manera. “Cuando entramos en la carnicería, vemos los dife- 
rentes cortes de carne puestos a la venta, y los bistecs son más caros que el 
asado a la olla o la carne de cerdo, porque encontramos que estos cortes tienen 
mejor sabor. La razón de esto último puede ser rastreada hasta las papilas gus- 
tativas de la punta de la lengua. Sin embargo, si dejamos de lado nuestras pa- 
pilas gustativas por un momento y pensamos en los cortes de carne tal como 
eran antes, es decir, como partes de cuerpos de ganado o de ovejas, no hay 
gradaciones de valor. Cada corte, sin importar de dónde provenga del cuerpo 
del animal, una vez tuvo su propia función única. Si nos liberamos del hábito 
de ver todo desde un punto de vista centrado en el ser humano, se nos presenta 
una perspectiva completamente diferente”.[8] Tal vez así es como podemos 
ver la yuxtaposición de la basura ordinaria y el cristal prístino en Order and 
Chaos de Escher. 


El hombre y el vacío en Waterfall 


En el grabado de Escher Waterfall (Fig. 2), el agua cae de una torre a la 
izquierda y luego hace girar una rueda de molino directamente debajo. Con 
una mirada apresurada, el agua parece fluir hacia abajo y alejarse de nosotros. 
Sin embargo, si seguimos el agua a medida que traza su camino, terminamos 
en el punto exacto desde donde comenzó el agua, una situación imposible. En- 
tonces, ¿qué parece real en esta foto? ¿Es la mujer que cuelga la ropa recién 
lavada o el hombre que se apoya en la pared, mirando al cielo? No podemos 
dejar de preguntarnos cómo es posible que tanto el hombre como la mujer sean 
tan indiferentes a la imposible cascada frente a sus ojos. Cuando lo percibieron 
por primera vez, deben haberse sentido un poco incómodos o incluso ansiosos 
por lo que observaron y, por lo tanto, no están seguros de cómo responder. La 
salida rápida a esta desconcertante incertidumbre es darle un nombre. “Esto es 
una cascada.” 
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Fig. 2. M.C. Escher. 
Waterfall, 1961. Litografía 


Como ocurre a menudo, cuando damos un nombre o una definición a un 
objeto, eso lo categoriza; nuestra atención a él disminuye mucho o incluso des- 
aparece por completo. Como resultado, perdemos la oportunidad de experi- 
mentar lo que está sucediendo justo en frente de nosotros. En este caso, tiramos 
la invitación a dejarnos llevar por la cascada, desapareciendo en el agua, de- 
jando que la cascada esté en nosotros. Y en palabras de John Cage, un compo- 
sitor estadounidense, hemos perdido la oportunidad de “simplemente despertar 
a la misma vida que estamos viviendo, que es tan excelente una vez que uno 
se quita su mente y sus deseos del camino y los deja actuar por su propia vo- 
luntad”. [4] 


El hombre y él mismo en Dream 


En el grabado Dream (Sueño) de Escher (Fig. 3) vemos un sarcófago, su 
pesada tapa sostenida por la figura en reposo de un obispo de piedra; en la parte 
superior del obispo hay una mantis viva. ¿Está soñando el obispo que él es la 
mantis orante o la mantis religiosa está soñando que es el obispo? La fantasía 
de Escher puede parecer extraña a muchos, pero si volvemos atrás en el tiempo 
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a la antigiiedad, conoceremos a un soñador aún más famoso, Chuang Tzu, el 
filósofo (396-286? a.C.). 
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Fig. 3. M.C. Escher. Dream (Mantis 
Religiosa), 1933. Grabado en ma- 
dera 


En sus propias palabras, aquí está su sueño. “Érase una vez, que yo, 
Chuang Tzu, soñé que era una mariposa, revoloteando y disfrutando. No tenía 
idea de que yo era Chuang Tzu. Entonces, de repente, me desperté y volví a 
ser Chuang Tzu. Pero no lo sé, ¿había estado soñando que era una mariposa o 
una mariposa soñaba que ahora era Chuang Tzu?”. [10] 

¿Se pregunta la mariposa sobre su propia existencia como lo hace Chuang 
Tzu? Porque las preguntas de Chuang Tzu sobre su propia existencia le dan el 
poder de ir más allá de su vida ordinaria y “hacerse tan vasto y libre como el 
cielo”. 7] Mumon Ekai Zenji (1183-1260) describe en un versículo lo que nos 
puede suceder a todos nosotros: 


En primavera, cientos de flores; 

En otoño, una clara luna llena; 

En verano, una brisa fresca; 

En invierno, copos de nieve: 

Sin prejuicios en tu mente, 

Cada temporada es una buena temporada. [7] 


El genetista y matemático J.B.S. Haldane ha escrito: “El mundo no pere- 
cerá por falta de maravillas, sino por falta de asombro”. En nuestro mundo 
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sobrecargado de información, el Zen nos ayuda a recuperar nuestro sentido de 
asombro al ser conscientes de este momento, ahora. Las obras de Escher nos 
recuerdan que todo —una gota de rocío sobre una hoja, un charco dejado por 
la lluvia en las huellas de un neumático, un estanque oscuro como el agua que 
se ve en el reflejo de la luna, o pájaros que aparecen de la nada y luego desa- 
parecen con la misma rapidez— debería llenarnos de asombro. El sentido de 
asombro de Escher ante estos milagros “ordinarios” se transmite en su obra, y 
sólo necesitamos ser receptivos al mundo que nos rodea para experimentar 
algo de lo que él debe haber sentido. 

Como Escher ha escrito con perspicacia: “Sin duda, se necesitan muchas 
maravillas infantiles. Y esto lo poseo en justa cantidad; la maravilla es la sal 
de la tierra”. [2] 
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En busca del inconsciente metafísico de M.C. Escher En”, 


Claude Lamontagne 


M.C. Escher, Eye, 1946. Media 
tinta 


En aquello de lo cual las cosas se levantan, pasan una vez más, como está 
ordenado, porque se reparan y se satisfacen mutuamente de sus injusticias 
según el orden de los tiempos. 


- Anaximandro 


En los últimos años me he ido convenciendo cada vez más de que los pun- 
tos de vista actuales sobre la naturaleza, ya sea que emanen de la filosofía o de 
la ciencia, son esencialmente variaciones sobre los temas tratados en el ex- 
tracto citado anteriormente de lo que ahora se conoce como “Fragmento de 
Anaximandro”, uno de los primeros rastros del pensamiento filosófico occi- 
dental. Como señala Bertrand Russell, comentando su traducción del Frag- 
mento de Anaximandro, la “injusticia” parece haber significado, para los con- 
temporáneos de Anaximandro, algo muy diferente de lo que significa hoy en 
día: Significaba algo así como apartarse del orden necesario de las cosas [5, 
p. 27]. Pero este orden necesario de cosas incluye el paso del tiempo, igual- 
mente necesario, por el que se concede “justicia”, por el que lo que debe ser se 
convierte progresivamente en lo que es. Así pasan las “cosas”, en ciclos de 
muerte (“pasan...”) y renacimiento (“*... una vez más”), formas que suceden a 
formas, meros peldaños por caminos que conducen, más allá de la “injusticia” 
de los límites actuales, cada vez más cerca de esta verdad absoluta, de esta 
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“Justicia” absoluta que Anaximandro llamó “arxeigor”: la “sin límites”. 


Las formas de percepción descritas por la ciencia actual encajan perfecta- 
mente en este cuadro. Parece más claro en el caso de las temporalidades evo- 
lutivas y funcionales de las dinámicas perceptivas propuestas por la neurocien- 
cia y las ciencias cognitivas actuales, que son vistas como las que presiden los 
procesos computacionales de construcción de la realidad multietapa. Dentro 
de estos procesos, los objetos pasan, durando el tiempo necesario para que la 
computación los convierta en otros de orden superior, que a su vez duran el 
tiempo necesario para que la computación los convierta en otros de orden su- 
perior, y así sucesivamente hasta que se alcanza un “techo computacional”. 
Así, en un sistema visual mamífero típico, los “puntos” de luz de varias inten- 
sidades y colores conducen primero a “tramos rectilíneos” de intensidades de 
luz y colores contrastantes. Estos a su vez conducen a “tramos curvilíneos” de 
intensidades de luz y colores contrastantes, y luego a “superficies” de diversas 
formas, y posiciones, y orientaciones, y luego a “volúmenes” de diversas for- 
mas, y posiciones, y orientaciones... y movimientos... y texturas, y así sucesi- 
vamente. 

En esta interminable búsqueda de la verdad, con cada paso hacia adelante, 
surgen nuevos significados, que van más allá del alcance limitado del paso 
anterior. Pero hasta que se alcance “lo ilimitado”, si cada paso adelante preside 
el nacimiento del sentido actual, también preside, a través de los propios lími- 
tes inherentes al nuevo orden propuesto, la muerte del sentido potencial, reve- 
lando el rostro de la injusticia. Por lo tanto, la sabiduría consiste en poner per- 
petuamente en orden el proceso, manteniendo la conciencia lo más aguda po- 
sible tanto de sus beneficios, en el orden real, como de sus defectos, en el po- 
tencial caos, reafirmando esta dualidad aparentemente ineludible de la mente 
conocedora, tan bellamente explicitada en las Dos Tesis de Karl Popper [4, p. 
71: 


Primera tesis: Sabemos mucho. Y no sólo conocemos muchos detalles de du- 
doso interés intelectual, sino también cosas de considerable importancia 
práctica y, lo que es aún más importante, que nos proporcionan una visión 
teórica profunda y una comprensión sorprendente del mundo. 

Segunda tesis: Nuestra ignorancia es aleccionadora e ilimitada. En efecto, 
es precisamente el asombroso progreso de las ciencias naturales (al que 
alude mi primera tesis) lo que nos abre constantemente los ojos a nuestra 
ignorancia, incluso en el campo de las ciencias naturales mismas. Esto da 
un nuevo giro a la idea socrática de la ignorancia. Con cada paso adelante, 
con cada problema que resolvemos, no sólo descubrimos problemas nuevos 
y sin resolver, sino que también descubrimos que donde creíamos que está- 
bamos en un terreno firme y seguro, todas las cosas están, en verdad, inse- 
guras y en un estado de cambio. 


Es mi tesis que la obra gráfica de M.C. Escher atestigua una fascinación 
inconsciente y casi exclusiva por esta paradoja fundamental. 

Aunque esta tesis se desarrollará en referencia a la obra gráfica de M.C. 
Escher, y aunque no es necesario que exista congruencia de significados entre 
los tejidos de manera inconsciente en las obras de arte y los significados reco- 
nocidos verbalmente por sus creadores, parece justificado hacer un breve co- 
mentario acerca de las opiniones de Escher acerca de sus obras. Este comenta- 
rio se refiere a la frecuente insistencia de Escher, en sus escritos, en una apa- 
rente creencia por su parte de que “sólo se ve lo que se ve”, de que sus impre- 
siones no tienen sentido más allá de la experiencia visual “superficial” que 
provocan. Vermeulen argumenta de manera muy bella en su retrato subjetivo 
de M.C. Escher (“Tm Walking Around All by Meelf Here”) [6] que esta visión 
no fue respaldada de manera consistente a lo largo de todos los rastros que ha 
dejado atrás, Además, este retrato presenta a un artista cuyas dinámicas psico- 
lógicas son paralelas a la tesis de la paradoja del conocimiento/ignorancia o 
del orden/caos. “El caos es el principio, la simplicidad es el final”, cita 
Vermeulen de la carta de M.C. Escher de 1950 a Oey Tjeng Sit, comentando: 


Así es como era. Toda su vida estuvo marcada por la resistencia al desorden. 
La temía y la odiaba, pero su miedo y su aversión eran al mismo tiempo parte 
de una relación de amor-odio. Testigo de ello es la siguiente anotación que 
hizo en su calendario de bolsillo el 4 de diciembre de 1958: “Adoramos el 
caos porque nos encanta producir orden.” Son dos componentes de una 
misma realidad, una realidad que Escher sobre todo quería ver como un 
milagro de armonía. “Trato de testificar en mis impresiones que vivimos en 
un mundo hermoso y ordenado, y no en un caos sin forma, como a veces 
parece”, dice en 1965. Sin embargo, en enero de 1967, escribe... “El mundo 
en el que vivimos es un caso perdido. Yo prefiero permanecer en abstraccio- 
nes que no tienen nada que ver con la realidad”. [6, p. 142] 


Vermeulen resume la dinámica creativa de Escher como marcada esencial- 
mente por una ineludible sucesión cíclica de “miedo al caos, una búsqueda 
incesante de principios ordenantes, atrapándolos en una imagen que puede fi- 
jarse en el papel, descontento con el resultado obtenido, incertidumbre, des- 
confianza en la apreciación por parte de los demás, de nuevo una huida de la 
realidad, caos”. 6, p. 147], ¿Cuánto más cerca de nuestro modelo de la diná- 
mica de la mente conocedora podemos llegar? Especialmente cuando situamos 
la etapa de “búsqueda incesante de principios de orden” de la dinámica creativa 
cíclica de Escher en el trasfondo de su autoconocido anhelo de llegar al 
“areigort” de Anaximandro, de “acercarse al infinito de la manera más pura y 
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cercana posible” [2, p. 124], volvamos ahora a la propia obra gráfica de Escher 
y veamos cómo se puede argumentar que nuestra tesis puede ser aplicada. 


Pasillos, escaleras y arcos 


Pasillos, escaleras y arcos... en todas partes y siempre... que evoca inexo- 
rablemente el ojo del espectador desde un poco más allá de su actual punto de 
mira, desde un poco más allá de la acogedora seguridad de algún orden per- 
ceptivo local, atrayéndolo con la promesa de un orden perceptivo superior a la 
espera de su mirada “a la vuelta de la esquina”. Pero lo que invariablemente 
espera a la mirada del espectador es exactamente lo contrario: Lo que emerge 
no es más que la reafirmación de lo que se estaba dejando atrás, a menudo con 
un giro espectacularmente contradictorio, rompiendo el salto hacia adelante 
del ojo del espectador en el aire y dejándolo perplejo perceptual y conceptual- 
mente irresistiblemente seducido por la perspicacia metafísica así ofrecida, 
listo para ser sometido de nuevo a la experiencia. En cualquier impresión de 
Escher, esto se puede experimentar una, dos o muchas veces de manera cíclica 
o recursiva, a lo largo de un solo proceso perceptivo o a través de una sucesión 
de una variedad de ellos. El ingenio de Escher en la “ingeniería perceptiva” es 
asombroso: Casi todos los “nodos de ramificación” concebibles en el flujo per- 
ceptivo de la computación que va de las localizaciones retinianas a las globa- 
lidades perceptivas y conceptuales son puestos a contribuir, en linajes de im- 
presiones que a su vez se ramifican y se cruzan entre sí de maneras siempre 
sorprendentes, y trato de caracterizar aquí con una selección de varias impre- 
siones. 

En primer lugar, algunos grabados característicos de los primeros paisajes 
y del estilo arquitectónico italiano, como una matriz natural de la que emerge 
el trío central de lineamientos, a saber, el estilo de los Pasillos, el estilo de las 
Escaleras y el estilo de los Arcos. Elegí Street en Scanno, Castrovalva y Atrani. 
Street en Scanno (Fig. 1) prefigura claramente los tres linajes centrales con 
escaleras como atracción central, nivelándose hasta el punto de evocar un pa- 
sillo de pavimentación de baldosas en la misma calle y en todas partes que 
conduce a oscuros “porches”, antepasados directos de los eventuales arcos. 
Castrovalva (Fig. 2) reafirma los temas centrales de las escaleras y pasillos, 
pero esta vez un poco más metafóricamente a través de su respectivo equiva- 
lente paisajístico: senderos rocosos de montaña (en el centro a la izquierda de 
la impresión) y la geometría de la tierra de cultivo (en el centro a la derecha de 
la impresión). La calidad prefigurativa de este último aspecto de Castrovalva 
no puede ser mejor representada que por Day and Night (ver página 46), una 
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de mis puras selecciones del estilo Pasillo (Hallway). En cuanto a Atrani (ver 
página 121), además de sus obvias escaleras y arco (abajo a la izquierda), su 
uso literal en los grabados de Metamorfosis (entre mis selecciones de linea- 
mientos puros de Pasillo) me llevó a incluirlo en la selección. Estas selecciones 
nos llevan al corazón del estilo Pasillo, tipificado por Metamorphose 11 (ver 
página 183). 


Fig. 1. M.C. Escher, Street in Scanno, — Fig. 2. M.C. Escher, Castrovalva, 1930. Li- 
Abruzzi, 1930. Litografía tografía 


Pasillos 


Lo que caracteriza a este género de grabados es la fascinación de Escher 
por La División Regular del Plano, la cual, a través de su preocupación exclu- 
siva por el “plano”, se ocupa enteramente de explorar la “Tierra de Dos-D”, o 
“Tierra Plana”, o “Tierra de Suelo”, o “Tierra de Pasillos”.? Tal como se pro- 


6 Plano: Una superficie plana o nivelada, del latín “planus” (nivel), parecida a “floor” 
(en inglés “flor”, en alemán antiguo “fluor” (pradera), en latín “planus” (nivel), en griego 
“planasthai” (deambular)). De ahí “Tierra 2D”, “Tierra Plana”, “Tierra de Suelo” ... y 
“Tierra de Pasillos”. Además, “plano” lleva a “planar”, ... lo que lleva a “planaria” (o 
gusano plano): Véase, por ejemplo, Flat-worms y Moebius Strip 1. 


puso anteriormente, esta exploración tiene como objetivo esencialmente en- 
cauzar el ojo mental de la persona que mira hacia atrás, para superar las “ubi- 
caciones” de la experiencia visual actual. 

La principal técnica de “ingeniería perceptiva” utilizada sistemáticamente 
en este estilo particular de impresión se basa en uno de los procesos visuales 
más primitivos y básicos: la formación del contorno y la consiguiente diferen- 
ciación entre la figura y el terreno. Los contornos típicos de los “objetos” con 
los que Escher rellena sus planos están diseñados de tal manera que se niega al 
observador la posibilidad de lograr un cierre figura/suelo. Esto se hace encon- 
trando formas de diseñar los objetos de manera que lo que por un momento 
puede ser asumido como el suelo (o fondo) sobre el que se encuentran, también 
pueda ser interpretado, a medida que el ojo de la mente se desplaza hacia un 
campo de visión más amplio, como nuevas instancias de las mismas figuras 
que se suponía era suelo, y así apropiarse de las fronteras de los contornos para 
la re-creación de objetos similares cuyo terreno se convierte en el que fuera la 
figura inicial. Estas figuras iniciales, a su vez y siguiendo la misma lógica, 
vuelven (a expensas de las figuras recién formadas) tan pronto como el proce- 
samiento visual intenta extender su hipótesis de “aterrizaje” más allá de los 
límites inmediatos del contorno de las nuevas figuras. Este ciclo puede repe- 
tirse mientras el espectador disfrute de la experiencia. 

Esta particular técnica de ingeniería perceptiva, que podríamos llamar la 
técnica figura/figura, es más eficaz cuando los “objetos” apuntan claramente 
a objetos tridimensionales fácilmente identificables que hacen improbable la 
perfecta interconexión bidimensional hasta el punto de la imposibilidad prác- 
tica. Nos enfrentamos entonces, en este linaje de estampas de los Pasillos, a 
imposibles bidimensionalidad de posibles objetos tridimensionales. (El reverso 
de esto, es decir, la imposible tridimensionalidad de los posibles objetos bidi- 
mensionales, también es explotado por Escher en forma de sus famosos edifi- 
cios imposibles (por ejemplo, Belvedere o Waterfall), pero estos pertenecen al 
estilo de grabados de Escaleras, que se discutirá más adelante). Aprovechando 
plenamente el potencial tridimensional de sus planos, Escher se ramifica de 
dos maneras. Una de ellas consiste en tridimensionar el plano en una superficie 
curvada: Utiliza esta técnica con la suficiente frecuencia, creo, como para jus- 
tificar que se hable de un sublínea de grabados que yo llamé la familia de las 
Tiras. Aquí, la tridimensionalidad es admitida para el plano como un todo, 
otorgando al ojo de la mente un alivio en su búsqueda de un cierre tridimen- 
sional. Esto, sin embargo, perdura el tiempo necesario para que el procesa- 
miento perceptivo intente extenderlo a los “contenidos” del propio plano, lo 
que, por supuesto, fracasa miserablemente tan pronto como se comprende que, 
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a pesar del potencial tridimensional de lo que representan, a los “objetos” pla- 
nares se les da, en el mejor de los casos, un “grosor” irrelevante. 

Para representar el estilo de las Franjas/Tiras, elegí Swans, Rind, y 
Moebius Strip II (Hormigas Rojas). Con Swans [1, catno. 408], la ramificación 
(de la corriente principal exclusiva respecto a la división regular del plano) 
hacia el subgrupo Franjas es la más obvia: doblar el plano en profundidad per- 
mite que las aves tengan cierta libertad para deambular por el espacio tridi- 
mensional, pero se les niega la capacidad de volar, ya que sus alas permanecen 
irremediablemente pegadas a la incesante bidimensionalidad del plano, inde- 
pendientemente de su forma curvada. Expuesto en Rind (Fig. 3), el ojo de la 
mente sube en espiral en el espacio con la esperanza de un volumen prome- 
tido... que nunca se materializa. Sin embargo, en este caso, al revelar los rasgos 
superficiales de un busto humano, la banda sinuosa hace más que permitir que 
los objetos bidimensionales deambulen en profundidad: en realidad intenta ta- 
llar uno tridimensional completo, extendiendo sus potencialidades planas hasta 
el límite, pero no más allá, forzando periódica e irresistiblemente el ojo de la 
mente a “despegarse”. 


Fig. 3. M.C. Escher, Rind, 1955. Gra- Fig. 4. M.C. Escher, Moebius Strip II, 
bado en madera 1963. Xilografía 


Pero es con las bandas de Moebius que el segmento de estampas de Franjas 
alcanza su apogeo conceptual, esta vez forzando a la cabeza de la mente a 
“despegarse” junto con el ojo de la mente, mientras que Escher se compromete 
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a demostrar que el último punto muerto en dos dimensiones es el de la premisa 
elemental de dos lados del plano. Las bandas de Moebius rompen esta suposi- 
ción, y en ninguna parte tan nítidamente como en Moebius Strip II (Fig. 4). En 
esta impresión, las hormigas gigantes en tres dimensiones se deslizan a lo largo 
de una tira de malla gruesa de lazo cerrado con un giro de Moebius en ella. 
Localmente, todas las pistas sugieren la tridimensionalidad canónica, tanto de 
las hormigas como de la rejilla, incluyendo la obvia doble cara de la malla con 
hormigas internas y externas alternando... ¡sin fin! Pero a medida que el ojo de 
la mente se arrastra junto con este par de insectos que se alternan dentro/fuera, 
choca frontalmente con el preocupante hecho de que la alternancia estática 
local dentro/fuera de la mente se extiende hacia una dinámica global de alter- 
nancia dentro/fuera. En este reino más global, a medida que avanzan a lo largo 
de la red interminable, las hormigas de adentro se convierten en hormigas de 
afuera y viceversa, ¡forzando a la mente a reconocer la necesaria unicidad del 
plano! 


Fig. 5. M.C. Escher, Snakes, 1969. 
Xilografía 


El segundo subgrupo de impresiones que se ramifica del tronco principal 
de la División Regular del Plano del estilo de Pasillos involucra variaciones 
progresivas en el tamaño de los elementos del plano junto con alguna combi- 
nación de las otras variaciones usuales en forma y orientación. Esto parece 
haber evocado, en la mente de Escher, el concepto de crecimiento o desarrollo 
(como en Development II, y en la serie Path of Life) y el concepto de límite 
(como en la serie Circle Limit, y en Square Limit). Es aquí donde el “anhelo 
de Escher de acercarse al infinito de la manera más pura y cercana posible” es 
más explícito, aunque todavía ineludible en el ámbito de los atascos cognitivos 
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que bloquean el camino. Yo diría que aquí, el escollo cognitivo es doble: En 
primer lugar, la flagrante limitación de la “reducción” hace añicos la seguridad 
cognitiva asociada a la capacidad de limitación del tamaño. En segundo lugar, 
hay un poderoso indicador de la tercera dimensión que el tamaño lleva consigo, 
otorgándole a Escher otra forma de participar en este coqueteo ilícito con la 
profundidad que caracterizó al Grupo de Franjas. Para representar esta sublínea 
de grabados, que yo llamo la de Punto de fuga, elegí la última de Escher, Sna- 
kes (Serpientes) (Fig. 5), donde lo “plano” y lo “esférico” están en constante 
oposición, íntimamente entrelazados en un inextricable mosaico de “nudos” 
para que el ojo de la mente los desentrañe. 
Con Snakes, llegamos al final del estilo de los Pasillos. 


Escaleras 


El segundo de nuestros tres grupos centrales, el de las Escaleras, se carac- 
teriza por la fascinación de Escher por el volumen como tal, o espacio tridi- 
mensional completo. Sus exploraciones gráficas de “Tierra-Tres-D” (Three-D- 
Land), o “Tierra-Grasa” (Fat-Land), o “Tierra-en-ascenso” (Rise-Land ) de- 
penden claramente, una vez más, de la ineludible complementariedad or- 
den/desorden. Dos técnicas principales de “ingeniería perceptiva”, que se ba- 
san principalmente en lo que las teorías psicológicas de la percepción llaman 
“pistas monoculares de la percepción profunda”, son las que Escher utiliza ma- 
sivamente en este contexto: (1) La técnica del volumen ambiguo y (2) la técnica 
del volumen imposible. 

La técnica del volumen ambiguo crea formas gráficas que obligan al ojo de 
la mente del observador a alternar ciclos de interpretaciones tridimensionales 
del mismo conjunto de elementos gráficos, impidiéndole lograr un cierre defi- 
nitivo del volumen global.” En contraste, la técnica del volumen imposible crea 
formas gráficas que, aunque localmente son intensamente indicativas de la pre- 
sencia de volumen, niegan al ojo de la mente del observador el acceso a cual- 
quier forma de cierre global del volumen. El fuerte sentido del orden tridimen- 
sional local (y la consecuente expectativa del orden tridimensional global) 
surge de la explotación de una tercera técnica que llamaremos la técnica de la 
forma más simple. Esta técnica, basada en parte en las leyes Gestalt de buena 
figura, utiliza conjuntos muy regulares de las formas más simples posibles, 


7 La técnica del volumen ambiguo es obviamente un primo cercano de la técnica de 
figura/figura del grupo Pasillos, que se podría haber llamado la técnica de superficie 
ambigua. 
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asegurando así un cierre rápido y convincente del volumen local. Cycle (Fig. 
6) es una impresión ideal para ilustrar la transición del grupo de los Pasillos al 
grupo de las Escaleras. Presenta el cubo como forma más simple y como vo- 
lumen ambiguo sobre un fondo de ambigiiedad de pasillo/escalera (con el “em- 
baldosado cúbico” de la terraza en la parte superior, y el aplanamiento de las 
figuras humanas y su sostén de escalones en la parte inferior). 


Fig. 6. M.C. Escher, Cycle, 1938. Litografía 


El grupo de Escaleras propiamente dicho consiste esencialmente en estam- 
pas como Relativity y Waterfall (ver páginas 336 y 91), que representan labe- 
rintos de escaleras o niveles arquitectónicos que implican volúmenes que re- 
sultan no sólo visualmente ambiguos o imposibles, sino que a veces también 
lo son desde el punto de vista conceptual. De hecho, como señalamos en nues- 
tros comentarios sobre las bandas de Moebius, los callejones sin salida de Es- 
cher pueden estar más allá del alcance del ojo de la mente, en el tratamiento 
más profundo de sus construcciones visuales por parte del cerebro. Relativity 
es un ejemplo particularmente llamativo del uso que hace Escher de las ambi- 
gúedades e imposibilidades conceptuales: El espacio retratado es un volumen 
geométrico global perfectamente legítimo y, aunque la tarea está lejos de ser 
trivial, es posible un cierre global visual. Es la forma en que la gravedad apa- 
rece, conceptualmente, para afectar a los diversos objetos naturales (figuras 
humanas y árboles) lo que impide su cierre aquí. Gallery [1, cat. no. 346] 
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ofrece otro ejemplo de este tipo de callejón sin salida, con la gravedad ejer- 
ciendo su atracción multidireccional sobre objetos algo menos naturales (lám- 
paras colgantes y pájaros persas de hierro). Esta impresión también presenta 
una regresión infinita en profundidad, que hace eco en Tierras-Tres-D del 
punto de fuga de Tierras-Dos-D. Un segundo subgrupo se ramifica desde el 
tronco principal de Escaleras con la aparente fascinación de Escher por cruzar 
planos y volúmenes, y poliedros regulares, fundidos como estrellas o cristales, 
o simplemente como tales, como en Waterfall, donde dominan, como volúme- 
nes perfectos, la absoluta imposibilidad tridimensional de la vía fluvial. 


Arcos 


Ahora el tercer y último tronco principal de impresiones, el grupo de Ar- 
cos. Esto nos lleva más allá de los reinos concretos de la Tierra-Dos y la Tierra- 
Tres-D que caracterizan a los dos primeros linajes, hacia el reino más abstracto 
y sutil de la Tierra-D. Aquí, el ojo de la mente es forzado a través del espacio, 
en busca de una verdad en constante retroceso que habita momentáneamente 
cada una de una sucesión de construcciones perceptivas que sólo duran el ins- 
tante necesario para probar la hipótesis de que podrían ser “figura”, y para re- 
futarla en beneficio de la hipótesis alternativa habitual, que en realidad son 
“tierra”. Lo que caracteriza a Través-Tierra-D, sin embargo, es que estos “te- 
rrenos” son “terrenos del frente”, que apuntan a posibles “figuras” en el espa- 
cio del otro lado, lo que inevitablemente ocluye y distorsiona aspectos de ellos 
en el proceso. Para contrastarlo con la técnica “figura/figura” del embaldosado, 
podríamos hablar aquí de una técnica “suelo/tierra”. Así, mientras que en el 
caso de la técnica “figura/figura” al ojo de la mente que busca el suelo sólo se 
le ofrecen figuras, en el caso de la técnica “suelo/tierra”, al ojo de la mente que 
busca la figura sólo se le ofrecen bases. El Cloister of Monreale (Fig. 7) es un 
bello ejemplo del tipo de perspectivas arquitectónicas que Escher parece haber 
apreciado especialmente. Aquí, tres juegos de arcos se abren uno sobre el otro 
mientras el ojo de la mente viaja en línea recta en profundidad, desde el centro 
de la impresión y con una ligera elevación hacia la izquierda. 

Ventanas, portales, porches, cerramientos y callejuelas cubiertas se pueden 
encontrar en todas partes en la línea de estampas del “tronco principal” de Pai- 
sajes y Arquitectura Italiana. A medida que la imaginación de Escher comienza 
a jugar un papel más explícito en su obra, los arcos puramente arquitectónicos 
se “abren” a otros más metafóricos, primero con reflejos de varios tipos y luego 
con “impresiones como tales. 
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Fig. 7. M.C. Escher, Cloister of Monre- 
ale, Sicilia, 1933. Grabado en madera 


Still Life with Mirror (ver página 268) proporciona una transición convin- 
cente desde el grupo principal de Arcos arquitectónicos hasta el subgrupo de 
Reflejos. Tan pronto como el ojo de la mente entra en el reflejo de la calle de 
los arcos anidados, el espejo pierde toda capacidad de “enmarcar” y por lo 
tanto, como no es más que un marco, literalmente deja de existir, habiendo 
logrado su propósito como mero indicador, un propósito recursivamente resta- 
blecido en los sucesivos arcos de la calle reflejada que conducen a la nulidad 
de los arcos de la calle... 

Three Spheres 11 y Three Worlds son ejemplos de impresos del subgrupo 
de Reflejos puros en los que el ojo de la mente es forzado repetidamente a 
través de su lugar actual de interpretación, ineludiblemente arrastrado hacia 
adelante en su búsqueda de la “realidad”. En Three Worlds [1, cat. no. 405], 
un retraído tapiz de hojas muertas que ocluyen el árbol y el pez establece un 
plano invisible de agua que apunta más allá y hacia abajo, atrapando el ojo de 
la mente en perpetuos viajes de triangulación a través de los reflejos y de la 
refracción. En Three Spheres II (Fig. 8), la forma ovoide del extremo izquierdo 
del espejo esférico central multiplica los indicadores ... hasta el infinito, ya que 
resulta ser el reflejo en la esfera central del reflejo en la esfera izquierda del 
reflejo de la esfera central misma...! Los espejos esféricos dan un nuevo giro a 
la orientación Atravesando-D: Al romper el marco limitante de los espejos 
planares, revelan más, pero también ocultan más, ya que la forma misma de 
los objetos materiales sufre ahora una distorsión en el proceso. 
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Fig. 8. M.C. Escher, Three Spheres II, 1946. Litografía 


Como resultado final del subgrupo Reflejos, se destaca una única imagen, 
en forma de galería que presenta los grabados propios de Escher, reflejando y 
distorsionando de otra manera infinitamente más poderosa, revelando y ocul- 
tando de otra manera infinitamente más sutil: El camino del arte. Relegando 
los marcos espaciales al fondo, Print Gallery (Fig. 9) introduce los marcos 
mentales, donde el ojo de la mente es forzado a través de la reformulación de 
la realidad explícitamente reconocida por el artista. En este impreso, no como 
impreso, Escher utiliza sus propios gráficos, como impresos, como material 
primario, “metaforizando” recursivamente su propio medio “metafórico” 
como artista gráfico. Rompiendo con el paradigma tradicional de la figura- 
tierra, como en un último intento de transmitir el sabor esencial de la verdad 
siempre fugaz, Escher utiliza estas impresiones-como-contenido-de-la-impre- 
sión para preparar el escenario para un paradigma sujeto-objeto. En este nuevo 
paradigma puramente metafísico, las técnicas figura/figura y tierra/tierra del 
paradigma figura/tierra concreto dan paso a una técnica combinada sujeto/su- 
jeto//objeto/objeto, donde los giros paradójicos impuestos tradicionalmente al 
espacio se abren a giros paradójicos impuestos a la mente. Echemos un vistazo 
detallado a cómo Escher logra esta hazaña. 

A medida que la dinámica de Print Gallery lleva el ojo de la mente desde 
el arco de entrada en la parte inferior derecha alrededor del enigmático “agu- 
jero blanco” central y de vuelta al arco de entrada, lleva el cerebro a ser testigo 
empírico de una sucesión de relaciones sujeto-objeto muy contrastadas. Una 
primera, en forma de visitante con las manos en la espalda y mirando hacia 
abajo a una impresión que se exhibe en el tablero de la mesa en ángulo, plantea 
el caso en los términos habituales: un sujeto distinto que contempla un objeto 
distinto. Una segunda, en forma de otro visitante más, esta vez mirando una 
impresión expuesta en la pared de la galería, reafirma completamente el caso, 
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esta vez desafiando los términos habituales: El sujeto aparentemente distinto y 
el objeto aparentemente distinto se disuelven progresivamente entre sí, a me- 
dida que el objeto-impreso, desplegándose en el sentido de las agujas del reloj 
desde el punto de vista del visitante, se enrosca de nuevo sobre sí mismo para 
despojar al visitante-sujeto de su papel subjetivo, convirtiéndolo en una mera 
parte de la impresión que inicialmente era un objeto “exterior” de contempla- 
ción. Esto hace avanzar la hipótesis sujeto-objeto, caracterizando lo que la im- 
presión recién descubierta representa, y perpetuando infinitamente los ciclos 
de fusión sujeto-objeto alrededor de la impresión, negando al observador la 
esperanza de lograr el cierre sujeto-objeto. 


Fig. 9. M.C. Escher, 
Print Gallery, 1956. 
pl Litografía 


Es con Print Gallery que la obsesión inquebrantable de Escher por la pa- 
radoja fundamental de la necesidad mutua de orden y caos, de la interdepen- 
dencia íntima de consistencia e inconsistencia, alcanza su expresión más po- 
derosa. De hecho, su dedo también señala más allá de los límites del reino de 
la realidad artística a los del reino de la realidad científica, poniendo de relieve 
una de sus premisas inconexas más insistentemente pasadas por alto, la de la 
legitimidad de asumir la independencia de los respectivos términos de la rela- 
ción sujeto/objeto, la llamada “objetividad” de la ciencia. A la luz de la inelu- 
dible circularidad epistemológica de Print Gallery, la creencia de las ciencias 
cognitivas y neurológicas en la independencia de lo que se observa y de lo 
observado, en el estudio mismo de cómo lo “observado” emerge de lo que se 
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“observa”, pierde de repente su obviedad. A medida que el ojo del científico 
escudriña su propio “reflejo” generalizado, que se denomina con el nombre de 
“Sistema de procesamiento de la información visual humana”, se enfrenta, en 
una distancia que puede o no estar dentro del alcance de su plan de carrera, al 
mismo destino del visitante de Print Gallery. Aquí, este destino se traduce en 
la ineludibilidad de la reivindicación del ojo humano como objeto al ojo hu- 
mano como sujeto, la necesidad de aceptar que, en última instancia, todo estí- 
mulo debe ser respuesta... tanto como toda respuesta debe ser también estí- 
mulo... dando un nuevo giro al sacrosanto concepto de estímulo-respuesta, y 
volviendo mi propio discurso sobre su cabeza en el camino. 
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Mundos Paralelos: Escher y las Matemáticas, Revisado * 


Marjorie Senechal 


La popularidad -y la ubicuidad- de la obra gráfica del artista holandés M.C. 
Escher (1898-1972) no cesa: los libros sobre su obra permanecen impresos, el 
público no parece cansarse nunca de los carteles, tazas, camisetas, calendarios 
y otros artículos de Escher, y las exposiciones de su obra están repletas. Más 
de 300.000 visitantes asistieron a los seis meses de “M.C. Escher: A Centemnial 
Tribute” en la National Gallery of Art de Washington en la primavera de 1998; 
se realizaron exposiciones en ese año centenario en Brasil, México, República 
Checa, Hong Kong, Gran Bretaña, China, Grecia, Italia, Argentina, Canadá, 
Holanda y Perú. “La gente se siente atraída como imanes por estas obras. Se 
acercan cada vez más y más, y permanecen allí una cantidad increíble de 
tiempo”, dice Jean-Francois Leger de la Galería Nacional de Canadá. “Los es- 
tudios han demostrado que la duración media de la estancia de un visitante de 
la galería frente a una obra de arte es de 17 segundos. Pero se quedan unos 
minutos frente a la casa de Escher, discuten, comentan y dicen: “¿Ves esto, has 
visto aquello?” ” ¿Cuál es el imán, cuál es la atracción? ¿Es profundo o super- 
ficial? 

Se ha puesto bastante de moda afectar cansancio con estas preguntas. Aun- 
que Escher fue “descubierto” por matemáticos investigadores (y otros científi- 
cos) en los años 60, su —nuestro— entusiasmo por su trabajo ha disminuido a 
medida que (o ¿porque?) el público ha ido creciendo. “Por supuesto, el artículo 
contiene la inevitable referencia a Escher, el artista favorito del filisteo mate- 
mático”, olfateó hace unos años un árbitro anónimo de la revista interdiscipli- 
naria Leonardo [1]. Los críticos de arte han sido desdeñosos todo el tiempo, 
insistiendo en que Escher será, a lo sumo, una nota al pie de la historia del arte 
del siglo XX. Pero aunque esta evaluación puede ser correcta, ¿es justa? Escher 
nunca afirmó ser un matemático o un artista. “Mi tío flotaba entre el arte y las 
matemáticas, esas son sus palabras”, dice su sobrino Nol Escher [2], no se sen- 
tía a gusto en ninguno de los dos mundos, pero ilumina una profunda relación 


$ Este artículo apareció por primera vez en The Mathematical Intellligencer, vol. 21, no. 
1, 1999, en la serie de columnas “Mathematical Communities”, editada por Marjorie 
Senechal. Se reimprime aquí, con pequeñas correcciones y actualizaciones, con el per- 
miso del editor, Springer-Verlag. 
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entre ellos. El centenario del nacimiento de M.C. Escher brindó a la comunidad 
matemática la oportunidad de revitalizar su trabajo y de asumirlo. 


Y 


George Escher 


Jean-Francois Leger Istvan Orosz 


Doris Schattschneider Istvan Hargittai 


El Congreso del Centenario de Escher, celebrado en Roma y Ravello, Ita- 
lia, del 24 al 28 de junio de 1998, reunió a un grupo diverso de matemáticos, 
científicos, artistas, diseñadores, profesores de escuela, educadores de museos 
y otros para considerar la gama completa de la obra de Escher, “desde los es- 
cenarios paisajísticos a los de la mente”, desde muchos puntos de vista [3], 
Durante el mismo, le pedí a un pequeño subconjunto de conferenciantes invi- 
tados que explorara las razones por las cuales la popularidad de Escher es per- 
durable para el público corriente en general, y, en especial, que explique si, en 
cualquier modo, es una atracción de tipo “matemática”. Los siguientes comen- 
tarios reúnen extractos de dos discusiones de gran alcance. Los participantes 
fueron George Escher, un ingeniero aeronáutico retirado e hijo mayor de M.C. 
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Escher; Istvan Hargittai, profesor de química de la Academia Húngara de Cien- 
cias, autor de numerosos libros sobre simetría; Douglas Hofstadter, Centro de 
Investigación sobre Conceptos y Cognición de la Universidad de Indiana, autor 
de Gódel, Escher, Bach; Claude Lamontagne, profesor de psicología de la Uni- 
versidad de Ottawa; Jean-Frangois Leger, Director de Educación de la Galería 
Nacional de Canadá en Ottawa; Arthur Loeb, Profesor de Ciencias del Diseño 
en la Universidad de Harvard; Istvan Orosz, Budapest, artista (considerado por 
algunos como el “sucesor” de Escher); y Doris Schattschneider, Profesora de 
Matemáticas en el Moravian College, autora de Visions of Symmetry. 


Senechal: Es una verdad que a los críticos de arte no les gusta la obra de 
Escher, pero al público le encanta. Mucha gente ha especulado sobre las po- 
sibles razones de lo primero, pero pocos parecen haber considerado seria- 
mente lo segundo. Hoy, olvidémonos de las críticas, y consideremos al público 
en su lugar. Y comencemos con una vena escéptica. No conozco ninguna otra 
obra de artista que haya sido tan comercializada, ni siquiera la de Picasso. 
¿En qué medida la popularidad de Escher se debe a la comercialización? ¿O 
el éxito comercial se debe al atractivo de Escher? 

Hofstadter: No puedes decir bien, ¡vamos a hacer todas esas cosas! La 
gente no necesariamente va a comprarlos. 

Escher: Sí, pero había una campaña de ventas muy organizada del con- 
cepto de Escher que fue inventada después de la muerte de mi padre o incluso 
antes, por gente a su alrededor que decía: “Si lo dejamos ir, se desmoronará”. 
Debido al carácter de las personas involucradas entonces y de las personas in- 
volucradas ahora, eso es lo que usted tiene: especialistas en marketing. 

Senechal; ¿Eso explica por qué otros artistas, como Vasarely y Magritte, 
cuya obra desafía a la imaginación en formas algo análogas a la de Escher, 
no tienen la misma masa de seguidores? ¿O es, al menos en el caso de Vasa- 
rely, porque sus ilusiones geométricas no son más que figuras abstractas, no 
están incrustadas en mundos de fantasía? 

Lamontagne: Tal vez se deba en parte a que no se comercializan de la 
forma en que se comercializa Escher, pero también hay una inmediatez en Es- 
cher. Magritte no es tan fácil de interpretar. Escher escogió cosas simples, cas- 
cadas, monjes caminando. Al principio parece comprensible, pero luego hay 
sorpresas. 

Leger: No estoy seguro de que a todo el mundo le guste Escher. Cuando 
estábamos trabajando en nuestra programación pública, tratamos de identificar 
quién estaría más interesado en él. Concluimos que serían los adultos jóvenes 
los que se interesarían por los juegos mentales y cosas por el estilo. Puede ser 
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que la gente se interese por Escher a cierta edad, y luego su interés se desva- 
nezca un poco. Quizás Escher apela a este grupo porque su trabajo es inme- 
diato: lo que ves es lo que obtienes. 

Orosz: La experiencia más terrible para nosotros, los artistas, es cuando 
un espectador en una exposición se detiene durante medio segundo frente a 
nuestro trabajo y luego camina hacia la siguiente. Esto es imposible frente a 
una huella de Escher. Y normalmente siento, cuando veo su obra en una expo- 
sición o en un libro, que después de unos minutos la imagen ya no es impor- 
tante, lo importante es el pensamiento, el mysterium. Con el tiempo, será aún 
más importante que la imagen. Esta puede ser la razón por la que los editores 
utilizan sus obras en los calendarios, porque la gente tiene que vivir con ellos 
durante al menos un mes, y lo ven todos los días. 

Hofstadter: No recuerdo dónde vi por primera vez Metamorphose, proba- 
blemente en algún libro, pero recuerdo la fascinación de las formas cambian- 
tes. Nunca me atrajeron tanto los teselados como las metamorfosis, la idea de 
que aquí hay algo que está teselando, pero que se está transformando en otra 
cosa. Y luego, además de eso, cambia de ser una cosa bidimensional a una cosa 
tridimensional, y luego vuelve a ser una cosa bidimensional, y luego a otra 
cosa tridimensional, y entonces ¡termina siendo una aldea que se sumerge en 
el mar con piezas de ajedrez, y palabras! Había tantas ideas enredadas entre sí 
de una manera elegante y graciosa y, de nuevo, sorprendente y asombrosa - 
eso fue lo que me cautivó. Fue una interacción bidimensional, tridimensional 
y constante, para luego introducir estos otros mundos, como los pueblos me- 
dievales, el ajedrez, el mundo del intelecto, el mundo del pasado - un pueblo 
medieval connota más que el pasado, connota de nuevo una especie de cuali- 
dad mística, algo que ha desaparecido, pero que irradia una especie de encanto 
al que no acierto a poner el dedo encima. Y eso, para mí, también fue maravi- 
lloso. 

Orosz: No es la imagen visual lo más importante, es algo en la mente. Aún 
así, es muy fácil hablar de la obra de Escher, mucho más fácil que hablar de 
arte abstracto o de otro tipo. De alguna manera está muy cerca de la comuni- 
cación, pero no es comunicación visual, ni comunicación verbal. 

Lamontagne: Con Escher, la revelación que se produce en los gráficos va 
siempre acompañada de una ocultación que se descubre a través del tiempo a 
medida que el sistema visual busca interpretaciones. Escher era un increíble 
ingeniero visual; experimentó con casi todas las formas en que se puede inter- 
venir en el proceso visual para engañar al sistema. Veo tres direcciones en su 
trabajo. Una la llamo “dos D”, los recubrimientos; otra es “tres D”, las figuras 
imposibles; y la tercera es lo que yo llamo “a través de D”, como la Print Ga- 
llery, en la que el sujeto y el objeto se alternan entre sí. El tipo que mira la 
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impresión es un objeto, pero cuando regresas se convierte en el sujeto y luego 
se convierte en un objeto de nuevo. 

Loeb: Hemos oído que son los jóvenes los que se interesan por el trabajo 
de Escher. Eso puede ser cierto; como científico natural tiendo a cuestionar 
estas cosas, pero creo que probablemente es cierto. En esta conferencia en par- 
ticular tenemos varias personas mayores, pero creo que se interesaron por Es- 
cher cuando eran más jóvenes. Debería ser posible averiguarlo. 

Schattschneider: Creo que tienes razón en que probablemente el público 
principal es la escuela secundaria y la universidad. Creo que parte de esto tiene 
que ver con la irreverencia de algunas de las obras de Escher, dicen que es 
“genial”, “impresionante”. Pero las personas a las que les gusta resolver pro- 
blemas, a las que les gusta tratar de entender las cosas, se sienten atraídas in- 
mediatamente sin importar la edad. Creo que es por eso que los científicos y 
los matemáticos se sienten tan atraídos - no es tanto por las matemáticas. 

Lamontagne: Como la mayoría de los jóvenes estudiantes de pregrado en 
los años 60, me gustaba Escher, y tenía mis carteles — aunque no se convirtió 
en una manía. Lo disfruté mucho durante un tiempo, pero luego pasé a otra 
cosa y me olvidé de Escher. Luego, hace unos años, la National Gallery of 
Canada de Ottawa decidió organizar una exposición y buscaban a alguien para 
el comité que tuviera algún conocimiento y experiencia. Alguien en el museo 
había sido uno de mis estudiantes de percepción y recordaba que tenía interés 
en el conocimiento, las ilusiones y la visión y que estaba en la Universidad de 
Ottawa, así que pronto volví al mundo escheriano. Estaba muy contento de 
estar en él: de hecho, encontré en la obra de Escher todo el espacio problemá- 
tico en el que había estado jugando durante los últimos 20 años. Tiene que ver 
con el conocimiento, con la fragilidad del conocimiento, con la inevitable na- 
turaleza hipotética del conocimiento. Comencé a mirar las láminas desde esa 
perspectiva, tratando de ver si podía encajarlas en una unidad. No tengo un 
cierre, pero estoy muy emocionado por la forma en que se está desarrollando. 

Hargittai: Este tipo de discusión me lleva inevitablemente a preguntarme 
qué es lo que más me gusta de Escher y para qué lo uso. Lo uso más para sus 
dibujos periódicos, pero no creo que me gusten más. Después de un tiempo se 
vuelven muy parecidos, aburridos y simplistas. Si pudiera elegir lo que más 
me gusta, serían sus flores silvestres. Empecé a preguntarme, ¿por qué me gus- 
tan tanto sus flores silvestres? Probablemente se deba a mi formación cientí- 
fica: sus flores silvestres son muy geométricas, están despojadas de muchas 
cosas, y me parecen un modelo fantástico de la naturaleza. Hay algo ahí, es 
muy importante, pero muchas otras cosas son simplemente ignoradas, como 
en cualquier buen modelo. Sus dibujos periódicos son muy útiles para mí, pero 
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en este caso “lo que ves es lo que obtienes”: después de un tiempo te acostum- 
bras mucho a ello. Siempre tengo una sensación incómoda cuando veo que los 
profesores de matemáticas están gastando no sé cuántas horas de clase en Es- 
cher [haciendo teselaciones], creo que es una buena manera de hacer que los 
niños lo odien a él y a ese tipo de trabajo. De hecho, es un artista único por la 
conexión entre el arte y la ciencia. 

Lamontagne: Todo el mundo ha visto ilusiones en los libros de psicología 
o incluso en la literatura más difundida, pero son burdas. Escher los puso en 
un mundo que tiene algo de convicción, algo de consistencia. Utiliza una va- 
riedad de ellos, algunos de los cuales no nos parecen ilusiones, por ejemplo, la 
forma en que utiliza los diversos mundos que se señalan entre sí, para hacer 
que la gente se dé cuenta de que no se puede confiar en el conocimiento, pero 
al mismo tiempo, se puede confiar en él. Se puede confiar localmente, pero 
siempre hay una globalidad que puede mostrar que no tiene sentido. Esta rela- 
ción local/global es fundamental tanto en las ciencias cognitivas como en las 
matemáticas. 

Hofstadter: Hay, como estoy seguro de que todo el mundo sabe, un tipo 
de literatura que puede haber comenzado en América del Sur llamada -mágica, 
o realismo mágico-, en la que hay una mezcla de realidad y eventos paranor- 
males. No he leído mucho de él; la única vez que intenté leerlo —Cien años 
de soledad de Gabriel García Márquez— me di cuenta de que no podía sopor- 
tarlo, no lo soportaba. Y sin embargo, ¿cuál es la diferencia entre ese tipo de 
literatura, que mezcla la realidad con hechos místicos e inexplicables que vio- 
lan las leyes de la física, y High and Low, el grabado de Escher en el que la 
escena se repite dos veces, con el niño sentado en la escalera, con las palmeras 
en el patio, la torre que sube y baja, las ventanas al revés por un lado y al revés 
por el otro, la gravedad fluyendo obviamente en dos direcciones distintas en el 
mismo edificio. En cierto sentido eso es realismo mágico, ¡pero me encanta! 
No entiendo qué es lo que hay en mí que encuentra a García Márquez poco 
interesante y tonto, sin embargo, encuentra a Escher cautivador e hipnotizador. 
Hay un sentido de misticismo en ello: Creo que la palabra misticismo no está 
mal. No soy un místico, pero hay una apelación a un sentido de misterio ma- 
ravilloso, que es también lo que me atrapó tanto en Day and Night, la primera 
copia de Escher que vi en mi vida. Los pájaros, no sólo se cruzaban y formaban 
su propio fondo, sino que también se convertían en campos y luego día y noche 
en el mismo lugar a la misma hora, todo eso era abrumador. Era tan extraño, 
complejo y raro. 

Escher: Tal vez esto se deba a que puedes mirar una impresión de Escher 
una y otra vez, y pensar en ello. 
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Senechal: Sí, creo que la diferencia entre el realismo mágico en la litera- 
tura y el sentido mágico en Escher es que a medida que miras a Escher más y 
más, empiezas a entenderlo. No ves cómo pudo haber pensado en ello, pero sí 
ves cómo se ejecutó realmente. Comienzas a ver, por ejemplo, por qué esto 
parece ser convexo cuando lo miras de una manera, pero cóncavo en otra, en 
lugar de estar desconcertado por ello. Te involucras intelectualmente en tratar 
de entender a Escher, mientras que con García Márquez y los otros escritores 
de realismo mágico que he leído, no es posible entender porque no hay nada 
que entender. Es sólo mágico. 

Schattschneider: Estoy de acuerdo. No pienso que “lo que ves es lo que 
obtienes” con Escher. Le di a John Conway una copia de mi libro [4], y más 
tarde me dijo que le llevó seis meses leerlo. Le dije: “John, si le digo a la gente 
que te tomó seis meses leer mi libro, nadie lo abrirá”. Me contestó que al prin- 
cipio empezó a devorarla, pero luego decidió ponerla en el piano y sólo se 
permitía pasar una página al día, porque realmente quería estudiarla. Cuando 
bajó la velocidad, vio cosas que nunca antes había visto, aunque había visto 
muchas de estas impresiones y dibujos varias veces. 

Leger: Mi comprensión de la expresión “lo que ves es lo que obtienes” es 
que es inmediata, en el sentido de que el mensaje está todo incluido en la obra: 
puedes llegar a ella sin saber nada de arte, y aún así obtendrás algo de ella. No 
tienes que saber lo que era antes de eso, o después de eso, no cita a nadie más, 
puedes participar en ello sin tener conocimiento previo de ello. 

Hofstadter: Y sin embargo, cuando uno conoce algunas de las otras obras 
de Escher, lee sus paisajes de una manera que no podría haberlos leído sin ese 
contexto. Uno tiene la sensación de que es alguien que aprecia lo mágico. Se 
siente en ese paisaje, a pesar de que no está directamente allí, y a pesar de que 
se hizo tal vez 20 años antes, algo así como Day and Night. Sientes la misma 
sensación de lo mágico, una sensación de compromiso, profundidad, poder, 
espacio y espacio entre líneas. 

Leger: Cuanto más miro a Escher, más me interesan sus paisajes. Incluso 
los críticos de arte estarán de acuerdo con eso. Me gustaría que más gente se 
centrara en los paisajes italianos. 

Escher: Mi padre pensaba que entre todos los artistas que representaban 
paisajes, él no era nada especial. Todos ellos eran personas dedicadas y con 
buenos ojos, que querían mostrar lo que veían; él era uno de los miles. Es sólo 
porque cambió de campo que su trabajo en él se hace visible; eso es lo más 
extraño de todo el fenómeno. Mi padre nunca se consideró a sí mismo un ar- 
tista: porque tenía una idea preconcebida de lo que era un artista, pensó que no 
lo era, y de todos modos no sabía dibujar. Pero puedes ver, a través de sus 
huellas, que él estaba mirando al mundo tan intensamente, con tanto interés, 
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que viene a través de él, resuena, dentro de ti: “¡Oh, así es como puede ser el 
mundo!” 

Loeb: Maurits me expresó muchas veces su sorpresa de que la gente estu- 
viera viendo cosas místicas en sus grabados. No esperaba eso en absoluto. 
George, ¿tienes experiencia con esto? 

Escher: Bueno, sí. Fue bastante gracioso, las reacciones que mi padre tuvo 
con muchas de sus obras. La gente veía en ellos su propia imaginación, no lo 
que él quería decir. Él quería decir que eso es lo que hay, y nada más, según 
él. Estas otras personas vieron reencarnaciones y cosas místicas. 

Loeb: Tal vez sea el “espejo mágico” de M.C. Escher. Tal vez eso es lo 
que todos vemos: nos vemos reflejados en su obra. 

Lamontagne: La cuestión de la interpretación es muy sutil. La actitud que 
no debemos interpretar, que debemos ser cautelosos, es muy ingenua, porque 
si hay que ser cauteloso cuando se interpreta, entonces hay que ser cauteloso 
cuando se piensa, porque pensar es interpretar. Hasta cierto punto, soy un Pop- 
periano. Es decir, estoy de acuerdo con el filósofo Karl Popper en que todas 
las formas de conocimiento, incluido el conocimiento perceptivo, son conjetu- 
rales o hipotéticas y que la única manera en que podemos esperar progresar en 
nuestra comprensión es formular nuestro conocimiento de una manera falible 
[5]. Por ejemplo, una persona que entra en una cultura diferente lo lee de una 
manera que es refutable a través de la experiencia adicional. Es, en mi opinión, 
una lectura mejor que una lectura nativa de la misma que no es refutable. 

Senechal: ¿Hay algo matemático en el atractivo de Escher, o eso no tiene 
nada que ver? 

Lamontagne: Tal vez las matemáticas eran para Escher como la gramática 
para Shakespeare. Las matemáticas son la forma. 

Hofstadter: En el momento en que escribía mi libro, que se conoció como 
Goódel, Escher, Bach [6], no se llamaba así en absoluto: el título de trabajo era 
algo así como “El Teorema de Gódel y el Cerebro Humano”. Mientras escribía 
y escribía, me di cuenta de que para muchos de los conceptos que había lla- 
mado “bucles extraños” o “jerarquías enredadas”, imágenes que sabía de Es- 
cher aparecían en mi cabeza, una y otra vez. Por un momento, esas imágenes 
me ayudaron a expresarme con mayor claridad; me ayudaron a expresar con 
mayor claridad lo que estaba tratando de transmitir. Pero al final se me ocurrió, 
Dios mío, que debería estar enseñando a mis lectores estas cosas, que no debe- 
ría simplemente tenerlas en mi cabeza como muleta o como ayuda, que debería 
estar compartiendo esto. Si me es útil como escritor tener una imagen de Es- 
cher en mi cabeza, será útil para mis lectores tenerla en la suya. En ese mo- 
mento Escher se convirtió en parte integral del libro, y fue más o menos al 
mismo tiempo que Bach estaba entrando, por razones muy diferentes. Para mí, 
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muchos de los conceptos que intentaba transmitir, particularmente esta noción 
de bucle extraño, estaban muy bien representados en las imágenes de Escher, 
y estaban profundamente conectados, como dije, con el teorema de Gódel y 
ciertas cosas de la lógica matemática. Dudo que Escher tuviera esas nociones 
en mente explícitamente, pero la abstracción que subyace en la prueba de 
Gódel y la abstracción que subyace en Print Gallery —la idea de un sistema 
que se dobla y se engulle a sí mismo— es el mismo concepto que en un sistema 
que puede representar sus propios predicados, un sistema que puede hablar de 
sí mismo. 

Lamontagne: Me he criado en un contexto de pensamiento Piagetiano, en 
el mundo Piaget, que sigue siendo bastante válido. Piaget habla de la adoles- 
cencia como el período en el que la cognición se abre al reino de las posibili- 
dades. Antes de eso - él lo llama el período operativo concreto - la mente es 
reactiva y puede hacer cosas muy extravagantes, pero sobre la base de cosas 
reales, objetos concretos. Pero cuando llegas a la etapa formal de operación - 
que comienza alrededor de los 12 años - cuando llegas a los 12, 13, 14, la mente 
se abre. Se da cuenta de que no sólo hay actualidad, sino que la realidad puede 
llevar a la potencialidad. Y así las mentes jóvenes se abren al hecho de que son 
lo que son, pero dentro del contexto de una enorme combinatoria que es a la 
vez física, social y psicológica. ¿Conoce la prueba que Piaget hizo con las ma- 
temáticas, con permutaciones y combinaciones, que muestran cómo los niños 
en el nivel preoperatorio, y en el nivel operativo concreto, y en el nivel opera- 
tivo formal, manejan las tareas combinatorias [7]? Antes de la adolescencia, 
un niño puede calcular el número de arreglos de cualquier número dado de 
objetos, pero ni siquiera puede entender la pregunta si usted pregunta por el 
número de arreglos de n objetos. Los adolescentes pueden pensar en n. Además 
de explicar la comprensión matemática, las ideas de Piaget son hermosas me- 
táforas para la mente en general. 

Cuando llegas a la etapa operativa formal, es decir, la adolescencia, enton- 
ces te abres a lo posible y te das cuenta de que eres uno entre un conjunto 
infinito de posibilidades. Ahora, a esa edad, existe al mismo tiempo el temor 
de perder lo que eres, pero también la emoción de descubrir lo que podrías ser 
y lo que el mundo podría ser. Creo que es en esta zona donde podemos localizar 
la gran fascinación por Escher. 

Aloe 


Este es nuestro alto, pero no es el final. Esta conversación en particular fue 
una de las infinitas conversaciones posibles sobre la obra de M.C. Escher y, 
más en general, sobre las profundas relaciones entre el arte y las matemáticas 
y la mente humana. Al igual que los rompecabezas visuales de Escher, vuelve 
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sobre sí mismo, llevándonos a través de nuevos paisajes que de alguna manera 
nos son familiares. El mundo de M.C. Escher y el mundo de las matemáticas 
son mundos paralelos. 


Créditos de fotos: Marjorie Senechal fotografiada por Stan Sherer; 
George Escher y Arthur Loeb fotografiados por Victor Acevedo; Istvan Har- 
gittai fotografiado por Magdolna Hargittai; otras fotos cortesía de los panelis- 
tas. 
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M.C. Escher en Italia: El camino de regreso 


Mark Veldhuysen 


La costa de Amalfi, La Costa Divina, o “La Costa Divina” como se la llama 
en Italia, es verdaderamente impresionante. Enormes rocas y acantilados sur- 
gen del mar y extrañas formaciones rocosas esconden pequeñas bahías y cue- 
vas en las que la luz disponible estalla en magníficos colores. La costa de 
Amalfi ha atraído durante siglos a artistas y escritores. En su Decamerón, Boc- 
caccio escribe sobre esta costa amalfitana: “Feliz es la tierra que ha encontrado 
su defensor literario, porque el ojo también lee en el paisaje”. Y fue el famoso 
poeta italiano Renato Fucini quien escribió: “Para el pueblo amalfita que va al 
paraíso, el Día del Juicio será un día como cualquier otro día”. 

Ya en el siglo XIV, la fama de la costa de Amalfi fue el punto de partida. 
Pintores, escritores y poetas a lo largo de los siglos visitaron esta costa. Entre 
los escritores que se inspiraron aquí se encontraba Maxim Gorky, que escribió 
su novela Mother y Goethe, su Italian Journeys. Henrik Ibsen escribió su fa- 
moso libro The Doll's House en esta costa, D.H. Lawrence su Lady Chatter- 
ley's Lover, y para Richard Wagner, fue el escenario de su segundo acto de 
Parsifal: “The Magical Gardens”. Varios pintores también visitaron estas re- 
giones: William Turner, Pablo Picasso, John Ruskin y Antonio y Franceso 
Mancini. No es de extrañar que esta costa inspirara a Maurits Cornelis Escher 
a pasar muchos meses en esta región, dibujando y bosquejando. 

El 18 de enero de 1923 escribe a su amigo Jan van der Does: “Pocas veces, 
si es que alguna vez, me he sentido más calmado, más dichoso, más contento 
que en los últimos tiempos. Muchas impresiones maravillosas están surgiendo 
de mis manos, en su mayoría laboriosas, y la pregunta de si contienen alguna 
belleza, la dejo para que la contesten las miserables generaciones venideras”. 
[1, p. 24]. 

Estas “miserables generaciones venideras” han viajado a esta parte de Ita- 
lia para ver con sus propios ojos algunos de los lugares que tanto admiran en 
los grabados de Escher y para ver los sitios que lo inspiraron hace más de 70 
años. Es increíble que después de todos estos años, los pueblos, las calles y los 
paisajes que dibujó M.C. Escher, apenas hayan cambiado. Por supuesto, no 
todo se ha detenido. Se han construido pisos, se han añadido más casas, se han 
pavimentado carreteras, pero sobre todo el paisaje no ha cambiado mucho. 

El padre de M.C. Escher escribió en su diario el 19 de marzo de 1923: 
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MESA 


Arriba: M.C. Escher. Atrani, Costa de Amalfi, 1931. Litografía. Abajo: Atrani, Costa de 
Amalfi. Foto O Mark Veldhuysen 

“A última hora de la tarde recibimos una carta de Mauk [el nombre familiar 
de su hijo], de Ravello, a donde había llegado de Nápoles. Había viajado en 
tren a Vitre y desde allí pasaron las últimas tres horas a lo largo de esta hermosa 
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costa en un carruaje sobre un largo y sinuoso camino, que está construido en 
gran parte sobre viaductos”. 

Afortunadamente, ahora hay coches y la gente no tiene que viajar en un 
carruaje o a lomos de un burro. Viajando por este camino, el primer pueblo 
que parece familiar es Atrani. Familiar, porque está representado tanto en la 
Metamorphose de Escher como en su litografía Atrani. 

Fotografiar a Atrani desde el mismo lugar en el que Escher debe haber 
bosquejado los dibujos para su litografía significa escalar pendientes escarpa- 
das y trotar a través de colinas arbustivas, pero entonces se obtiene esta espec- 
tacular vista de Atrani. Todo sigue ahí - la iglesia dominante, las mismas casas 
con algunos añadidos - pero han pasado más de 60 años y parece que el mundo 
se ha detenido. Hasta el mar se ve igual. 


M.C. Escher. Callejón cubierto en Atrani Callejón cubierto, Atrani. Fotografía 
(Costa de Amalfi), 1931. Litografía O Mark Veldhuysen 

El 4 de agosto de 1931, el padre de Escher escribió sobre una visita con su 
hijo: “Por la tarde vi la obra de Mauk sobre la piedra con tiza litográfica: es 
una vista desde una roca alta, de Atrani, cerca de Ravello. Muchas casas y una 
iglesia con el mar como fondo. Un mar oscuro, con dos sistemas de olas que 
se cruzan entre sí”. 

En la foto no cabe duda de que este es el lugar desde el que M.C. Escher 
hizo su dibujo. 

Atrani mismo, donde se hizo el famoso grabado Covered Alley, es un la- 
berinto de pequeños callejones y escalones, aparentemente sin fundamento. 
Una casa está construida, por lo que parece, encima de otra. El techo de una 
casa es en realidad el piso de otra. Los callejones se enrollan por debajo de las 
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diversas casas y parecen detenerse, sólo para continuar después de subir algu- 
nos escalones más. Es como caminar en un laberinto gigantesco, ahora a la luz 
del sol y dos minutos después sin luz. Cualquier comité de planificación urbana 
se sorprendería de cómo se construyó esta ciudad. 

Pero el callejón cubierto existe, así como las casas dilapidadas que Escher 
convirtió en otra litografía. “Dilapidadas” significa “en mal estado de conser- 
vación” o “cayéndose a pedazos”. 

Esto se puede decir de muchas de las casas de Atrani, pero las casas origi- 
nales están en ruinas después de 60 años. Ciertamente, necesitan alguna repa- 
ración y algo de pintura, pero siguen en pie, aunque ya no es posible fotogra- 
fiarlas desde el mismo ángulo. 


M.C. Escher. San Cosimo, Ravello, 1932. 
Litografía 


Un poco más adelante, a lo largo de la sinuosa carretera, se encuentra Ra- 
vello, una ciudad en la que Escher se alojaba a menudo, viviendo en el Albergo 
dell Torro. Aquí Escher hizo un grabado en madera en el que juega con la luz 
y la oscuridad: el interior de una iglesia llamada Porta Maria dell*Ospidale. 
Esta iglesia ya no está en uso y está cerrada al público. Está construida en una 
roca y si uno no sabe que está allí, no puede ser encontrada. Las paredes son 
verdes y húmedas, con agua que se filtra a lo largo de ellas, y el interior es muy 
frío. En su grabado en madera, Escher hizo un poco de trampa, porque no es 
posible retroceder lo suficiente en la iglesia para hacer una fotografía exacta- 
mente igual a la del grabado. 


— 123 — 


Un poco al sur de Ravello, hay un pequeño pueblo llamado San Cosimo. 
Fue aquí donde Escher se reunió a menudo con Don Pantaleone, el pastor de 
la pequeña iglesia representada en su litografía San Cosimo, Ravello. 

De una de estas visitas, escribió Escher: 

“A menudo visitaba a Don Pantaleone, el viejo sacerdote de una pequeña 
iglesia que se alza sobre un acantilado como un nido de águila, a trescientos 
metros sobre el agua. Frente a la iglesia hay una pequeña plaza que da una vista 
espectacular sobre el azul oscuro del mar Mediterráneo. Una vez, cuando subí 
esos largos escalones y llegué a la plaza, vi a don Pantaleone afeitarse a la 
fresca sombra de la roca del acantilado. Se sentó en un viejo sillón, justo en- 
frente de la puerta abierta de su iglesia. Esa fue otra de esas vistas que uno 
nunca olvida - la forma en que ese anciano en sotana sucia, con la cabeza in- 
clinada hacia atrás, se afeitó su barba blanca y robusta. El silencio de esta cá- 
lida tarde de primavera sólo se rompió por el sonido de la navaja y el chirrido 
de los grillos, y el aire estaba cargado con el aroma de las flores de azahar”. 
[1, p. 109]. 


M.C. Escher. Tropea, Calabria, 1931. Tropea, Calabria. Fotografía O Mark 
Litografía Veldhuysen 


La iglesia ya no existe. Se construye una nueva, de hormigón. Todo el in- 
terior de la iglesia está cubierto con una serie de brazos y piernas de plata y 
algunas placas. Cualquier enfermedad que involucre brazos o piernas significa 
visitar esta iglesia para orar y mejorar. Como agradecimiento, las donaciones 
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se hacen de pequeños brazos o piernas de plata. Las paredes están cubiertas de 
ellos. 

Caminando de vuelta a Ravello desde San Cosimo y mirando a la derecha, 
otra impresión familiar, se ve el Hamlet de Turello. El punto exacto desde el 
que Escher debe haber dibujado sigue allí —el muro, el edificio abandonado— 
como lo fue hace tantos años. ¡Esto le da un nuevo significado a “seguir los 
pasos de alguien”! 

M.C. Escher también realizó varias litografías en el sur de Italia, en Cala- 
bria, que es un país vasto, seco y estéril. Casi ningún turista va allí ya que el 
paisaje no es tan grande, las carreteras son malas, la gente es pobre y hay pocos 
hoteles. Tropea es una de las ciudades de la región que Escher describió en una 
litografía. Está construido sobre una roca y a lo largo de los siglos ha surgido 
un laberinto de callejuelas. A diferencia de la gente de las montañas, la gente 
de Tropea es silenciosa y poco servicial, pero los escalones que bajan al nivel 
del mar son fáciles de encontrar. Una vez más, básicamente nada ha cambiado 
a lo largo de los años. Incluso el viejo acueducto sigue allí. 


M.C. Escher. Scilla, Calabria, 1931. 
Litografía 


Más al sur se encuentra Scilla. Aquí se ve la iglesia, la guarnición y el 
camino inclinado que conduce a la guarnición. Ahora, comparando mi foto- 
grafía con la litografía, parece que se ha construido otra iglesia en la parte su- 
perior, una iglesia que echamos de menos en la litografía de Escher. 
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Sicilia era otra parte de Italia visitada por Escher. Un sitio que seleccionó 
para una impresión fue el pequeño pueblo llamado Castel Mola, con el Monte 
Etna al fondo, todavía humeando. Una buena imagen, que debería ser fácil de 
encontrar. Sin embargo, no es posible fotografiar la vista exacta tal y como la 
describe Escher en su litografía, ya que no hay ninguna montaña sobre la que 
pararse detrás de Castel Mola para obtener la misma vista. Escher hizo su lito- 
grafía de la misma manera que los grabadores holandeses del siglo XVII que 
hicieron vistas a vista de pájaro. En la parte norte de Sicilia se encuentra la 
ciudad de Cefalu con su gran catedral, fácilmente identificable, ya que domina 
totalmente la ciudad. Aquí Escher hizo otra impresión en la que lo alto y lo 
bajo están fuertemente presentes. 

M.C. Escher retrató varias iglesias en sus litografías, pero casi nunca un 
interior. Una escena interior, sin embargo, es bastante fascinante. Se encuentra 
en una catedral de Gangi, un pueblo de montaña en Sicilia. Un día, cuando 
Escher visitó a Gangi, algunos pilluelos de la calle le preguntaron si quería ver 
a algunos sacerdotes muertos. Una idea algo morbosa de diversión quizás, pero 
como lo inusual siempre le fascinó, rápidamente aceptó. Siguió a los mucha- 
chos, quienes, con una gran llave, abrieron una cripta debajo de la catedral. 
Allí, en efecto, encontró algunos sacerdotes muertos e hizo bocetos para su 
litografía. Estos sacerdotes momificados todavía están allí. La cripta ya está 
cerrada, pero la fotografía da una idea de lo que vio Escher en 1932. 

Algunos parecen saltar sobre ti. Todos están momificados y llevan su ropa 
original. Todo es relativo, como Escher describió en su litografía. Al final de 
la impresión, agregó el mensaje que en latín dice Ite, Missa Est. De hecho, la 
misa ha terminado. 

Y fue sobre Italia que Escher escribió a su amigo Bas Kist: 


Lamento que no pueda acompañarme en este viaje. Cada primavera hago un 
viaje para refrescar mi cuerpo y mi espíritu y recoger temas para el trabajo 
de los meses siguientes. No conozco mayor alegría que la de pasear por las 
colinas y los valles de pueblo en pueblo, sentir la naturaleza virgen a mi 
alrededor y disfrutar de lo inesperado, en el mayor contraste con la vida en 
casa. Cuando deambulo, parece un sueño, ¡aunque las cosas desagradables 
- la mala comida y una cama con piojos - son una de las condiciones inevi- 
tables de este disfrute! A menudo pienso en viajar así en el futuro con mis 
hijos. ¡Debe ser una gran alegría! [1, p. 34] 
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Sacerdotes momificados en Gangi, Sicilia. Foto O Mark Veldhuysen 
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Patrones Islámicos: La chispa del genio de Escher 


S. Jan Abas 


Es sabido que Escher fue influenciado por los patrones islámicos. De he- 
cho, los patrones islámicos desempeñaron un papel clave en su “metamorfosis” 
personal que transformó su arte. En este artículo primero destacaré el impacto 
de los patrones islámicos en el desarrollo artístico de Escher y corregiré algu- 
nos conceptos erróneos importantes sobre la psicología de motivación que se 
esconde detrás de estos patrones. Después de eso, mostraré algunos ejemplos 
de mi propio arte que busca desarrollar y extender los patrones islámicos. Tam- 
bién explicaré lo que me inspira. 


La inspiración más profunda de Escher 


Aunque Escher exploró una variedad de modos distintos en dos y tres di- 
mensiones, su pasión consumidora continuó siendo la división periódica del 
plano. Escribiendo sobre el tema, se entusiasmó [4, p. 35], “Ésta es la fuente 
de inspiración más rica que he conocido”. Escher mostró una predisposición a 
explorar teselados desde los primeros tiempos de su carrera. En 1922, mientras 
aprendía artes gráficas de S. Jessurun de Mesuquita en la Escuela de Arquitec- 
tura y Arte Decorativo de Haarlem, produjo la temprana xilografía Eight Heads 
[2, cat. no. 90], demostrando su fascinación innata por las repeticiones rítmi- 
cas. Fue este semillero el que finalmente floreció en su arte único y fue el 
mismo interés el que permaneció en el centro de atención durante toda su vida. 

Aunque es cierto que Escher se inspiró desde el principio para crear dise- 
ños rítmicos que llenan el espacio en superficies planas y trabajó en ellos desde 
principios de los años veinte, no logró producir nada significativo hasta 1937. 
Como señala Bruno Ernst [4, p. 36], “Escher se esforzó mucho por expresar 
un tema rítmico en una superficie plana, pero no lo logró. Todo lo que pudo 
producir fueron unas bestias feas y deformes”. 

La metamorfosis del artista Escher, que dio lugar a la transformación de 
sus feos patitos en cisnes fascinantes, se produjo cuando Escher realizó su se- 
gunda visita a la Alhambra en 1936. Allí, junto con su esposa Jetta, el artista 
realizó un estudio concentrado de los azulejos islámicos. Así fue en la Alham- 
bra, a través de su análisis de los patrones islámicos, donde Escher encontró su 
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“fuente de inspiración más rica”. (Ver [2], [4], [10].) Escher reconoció y rindió 
homenaje a los artistas de la Alhambra cuando escribió [4, p. 37], “Los moros 
eran maestros en el relleno de la superficie con figuras congruentes y no deja- 
ban huecos. En la Alhambra, en España, sobre todo, decoraron las paredes co- 
locando congruentes piezas multicolores de mayólica juntas sin intersticios”. 


ww Fig. 1. Al introducir algunos círculos en un teselado 


e. ; geométrico islámico, podemos sugerir fácilmente 
criaturas animadas 


No es difícil ver cómo los abstractos diseños geométricos islámicos desen- 
cadenaron la imaginación de Escher para visualizar peces, pájaros, lagartos y 
otras criaturas. En la Fig. 1, he añadido a la baldosa puramente geométrica de 
la Alhambra sólo unas pocas formas circulares en los lugares adecuados; esta 
adición sugiere fácilmente seres vivos. Así es como han evolucionado los di- 
seños figurativos en las tapicerías Con un poco de imaginación se puede vi- 
sualizar una variedad de formas vivientes contenidas en los contornos geomé- 
tricos de estos recubrimientos. 

Así nació el arte de Escher. Sus primeros cuadernos de bocetos muestran 
claramente cómo empezó a menudo con un teselado estrictamente geométrico 
y añadió unas cuantas líneas curvas para sugerir una forma viva. Luego trabajó 
en ello hasta que tuvo las formas vivas muy reconocibles que deseaba. En [10] 
el lector encontrará varios ejemplos de los primeros dibujos numerados de Es- 
cher en los que documenta el diseño del original de la Alhambra de la que 
procede. 


Un malentendido común sobre los patrones islámicos 


Aunque Escher dominaba las estructuras geométricas de los patrones islá- 
micos, asumió que la geometría era forzada en el arte islámico por la proscrip- 
ción religiosa. Lamentando esto, escribió [4, p. 37]: 


Qué lástima que el Islam prohibiera la creación de “imágenes”. En sus te- 
selaciones se limitaban a figuras con formas geométricas abstractas. Hasta 
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donde yo sé, ningún artista moro se atrevió tanto (o tal vez nunca se le ocu- 
rrió la idea) como para utilizar figuras concretas y reconocibles como pája- 
ros, peces, reptiles y seres humanos como elementos de sus teselados. 


Lo primero que quiero decir es que, por mi parte, agradezco que las paredes 
de la Alhambra no estén cubiertas de pájaros, peces, reptiles, seres humanos y 
otros seres vivos. Me regocijo en la pureza, simplicidad y elegancia de las for- 
mas geométricas abstractas. De hecho, me parece bastante desconcertante y 
algo contradictorio que Escher dijera lo que se acaba de citar, ya que él mismo 
era lírico sobre las formas geométricas no figurativas, la regularidad y las li- 
mitaciones espaciales mostradas por los cristales. Escher estaba absolutamente 
entusiasmado por las cualidades que se apoderaron de la imaginación de los 
artistas moriscos. Él mismo vio algo espiritual y más allá del mundo humano 
en los mismos atributos. Escribe [4, p. 93]: “Hay algo que quita el aliento en 
las leyes básicas de los cristales. No son en ningún sentido un descubrimiento 
de la mente humana; sólo “son” - existen independientemente de nosotros”. 

Mucha gente cita el lamento de Escher (“Qué lástima...”) fuera de con- 
texto, es decir, piensan que Escher creía que a los artesanos y artistas islámicos 
se les prohibía hacer imágenes reales. Pero su lamento se refiere específica- 
mente a los mosaicos y patrones que se repiten regularmente y que se encuen- 
tran tan abundantemente en la decoración islámica. De hecho, Escher era cons- 
ciente de que el Corán no prohibía hacer imágenes, y que la prohibición de 
tales imágenes estaba contenida en la tradición y en otros escritos sagrados. He 
aquí lo que Escher escribió sobre esto en su libro de 1957 División Regular del 
Plano [2, p. 162]: 


A menudo me he preguntado por qué, en su afán decorativo, los diseñadores 
de patrones como estos nunca, hasta donde yo sé, fueron más allá de los 
motivos abstractos a la representación reconocible. Esto no quita belleza e 
ingenio a sus creaciones, en las que ya se pueden distinguir sistemas cada 
vez menos complicados. 

...La figura en C [un teselado de la Alhambra], en particular, me re- 
cuerda a “algo que conozco”: un martillo, un pájaro o un avión. 

Como es precisamente este cruce de la división entre representaciones 
abstractas y concretas, entre figuras “mudas” y “hablantes”, lo que lleva al 
corazón de lo que me fascina sobre todo en la división regular del plano, es 
importante descubrir si existen realmente razones por las que las represen- 
taciones figurativas no se encuentran en ninguna parte. 

...En cuanto a los musulmanes, obtuve mi información de alguien que 
está más familiarizado con el tema que yo: 
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En cuanto a los musulmanes, obtuve mi información de alguien que está 
más familiarizado con el tema que yo: 

“He encontrado un artículo del gran erudito islámico Profesor C. Snouck 
Hurgronje (en sus Miscellaneous Writings HH, pp. 453 ¡f), del cual deduzco 
que no hay ninguna prohibición en el Corán respecto a la representación de 
criaturas vivientes, sino que se basa en el texto sagrado (hadith) que dice: 
“El que hace imágenes sufrirá el castigo más severo en el Día Postrero. ” 

Esto se refiere a los fabricantes de imágenes, mientras que un texto sobre 
la presencia de imágenes en las casas dice que “los ángeles de la misericor- 
dia no entran en las moradas donde hay imágenes ”.* 

Los escritos ortodoxos confirman completamente estos textos. Describen 
la creación de imágenes de personas amadas o respetadas como una abomi- 
nación, porque la ven como la raíz de la idolatría. Además, la representación 
de todo lo que se ha creado es una imitación de la obra de la Creación y, por 
lo tanto, sólo puede ser una caricatura. Este tipo de presunción es injusta a 
los ojos de Dios, y en el Día Postrero los miserables creadores de imágenes 
tendrán que insuflar vida a sus creaciones. Esta es la teoría; en la práctica, 
sin embargo, es diferente e incluso los distintos libros de derecho hacen con- 
cesiones, que en términos generales se reducen a la idea de que si una ima- 
gen se hace o se coloca en un lugar en el que será tratada o tocada sin res- 
peto -por ejemplo, cuadros en alfombras pisoteadas o cojines sobre los que 
se está sentado, o en pasillos o lugares en los que sería imposible que con- 
dujeran a la idolatría-, el uso de las imágenes no está prohibido. Esto se 
aplica al usuario, no al creador; para el creador, se aplica la letra de la 
ley... “ 

En países como Persia y la India estos mandamientos se dejaron de lado 
a gran escala; sin embargo, no sé cuál era la situación en países donde la 
ley se cumplía más estrictamente, en Arabia por ejemplo, y presumiblemente 
también en la España morisca. En Persia y la India no sólo se representaban 
libremente a los animales, sino también a las personas, e incluso al Profeta, 
por no hablar de los gobernantes, los líderes militares, los funcionarios im- 
portantes, etc., aunque esto era principalmente en el arte miniaturista ”. 

Así pues, no existía una prohibición, no en el Corán sino en la tradición 
religiosa, para el creador y el usuario con respecto a la representación de 
las criaturas vivientes. Se pensó que entraba en conflicto con las ideas sobre 
el trabajo del Creador, que no pueden ser igualadas por el hombre mortal, 
cualquier intento de este tipo sólo conduce a la caricatura”. 


Así que aunque Escher estaba en lo cierto al afirmar que los artistas mo- 
riscos limitaban sus teselados a mosaicos de formas no figurativas, no había 
una prohibición total de los cuadros reales. En efecto, en la misma Alhambra, 
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donde Escher aprendió su oficio, se pueden encontrar obras de artistas moris- 
cos que muestran escenas de batallas, caza del león, caza del jabalí, reuniones 
del consejo y otros acontecimientos (véase, por ejemplo, [6]). El techo de la 
Sala de los Reyes de la Alhambra está cubierto con excelentes retratos de los 
Reyes de la Alhambra; la Fig. 2 muestra una parte de ese techo. 

El hecho es que hay un vasto cuerpo de obras figurativas de artistas mu- 
sulmanes. Aparte de las miniaturas persas, que, por supuesto, son estilizadas y 
planas, hay un gran número de cuadros realistas que han sido ejecutados con 
gran virtuosismo y naturalismo. El lector encontrará muchos buenos ejemplos 
de ello en [11]. 


Fig. 2. Una sección del 
techo de la Sala de los 
Reyes de la Alhambra 


¡No! la explicación de que la geometría fue forzada en el arte islámico por 
el dogma religioso es en sí misma sólo un dogma. Puede que sea suficiente a 
un nivel muy superficial, pero como mostraré, omite por completo los meca- 
nismos reales que hicieron que el arte islámico se convirtiera en geometría, 
caligrafía árabe, polígonos en forma de estrella, entrelazados y teselados sobre 
grandes superficies. 


Los mecanismos impulsores detrás del arte islámico 


Me gustaría señalar cinco influencias importantes diferentes que, en mi 
opinión, forjaron el arte geométrico islámico. 

1. Ninguna imagen de Dios excepto la Luz. La razón central de la natura- 
leza sustancialmente no figurativa del arte islámico surge del hecho de que el 
Islam no ofrecía ninguna imagen de Dios. De hecho, surgió en su primer ama- 
necer con una ardiente pasión por destruir la idolatría y reemplazar todas las 
imágenes antropomórficas de Dios con una sola abstracción. Para un musul- 
mán, a diferencia de un cristiano o un hindú, Dios no eligió, y no lo haría en 
una fecha futura, convertirse en carne. La única imagen material de Dios que 
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un musulmán está dispuesto a emplear es la de Nur, que significa luz. Allahu 
Nurus Samawat Wul Ardh —Dios es la luz de los cielos y la tierra— proclama 
el Corán. 

2. Dios habló en árabe. Aunque, según la creencia musulmana, Dios no se 
hizo carne, “Él sin embargo habló en una lengua humana. Eligió dirigir su 
penúltimo mensaje a la raza humana en árabe”. Por esta razón, la lengua árabe 
y su escritura tienen un atributo divino para todos los musulmanes. A diferen- 
cia de los cristianos, los musulmanes recitan su libro sagrado y rezan sus ora- 
ciones en árabe, sin importar en qué país vivan o cuál sea su lengua materna. 
Este lenguaje desencadena en ellos sentimientos de santidad y de cercanía a 
Dios. 

Escher, comprensiblemente, no supo apreciar la importancia del hecho de 
que la Alhambra esté cubierta no sólo de formas geométricas sino también de 
caligrafía árabe. Si Escher hubiera visto la Alhambra a través de los ojos mu- 
sulmanes, se habría quedado impresionado por la frecuente aparición del lema 
nazarí Wala Ghalib Ala Allah, que significa que Allah es el único vencedor 
(ver Fig. 3). Habría notado que la caligrafía árabe siempre ocupa un lugar más 
alto en el espacio que los recubrimientos geométricos. 

3. La geometría es espiritual. Mucho antes del nacimiento del Islam, varios 
de los filósofos griegos clásicos habían asociado cualidades religiosas y místi- 
cas con la geometría. Las definiciones abstractas y la consistencia lógica del 
tema habían sido vistas como indicadores de un mundo perfecto que subyace 
a la realidad burda y, por lo tanto, apuntaban a los dioses. “Dios siempre geo- 
metriza”, había proclamado Platón. 


Fig. 3. El lema nazarí, Wala 
Ghalib Ala Allah, (Alá es el 
único vencedor) está inscrito 
en todas partes en la Alham- 
bra. 
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Los intelectuales musulmanes, impregnados de la idea de un Dios abs- 
tracto, consideraban que tales nociones de geometría griega eran inmensa- 
mente agradables. Inmediatamente concordaron en que la geometría ofrece el 


2 En realidad, según la creencia musulmana, Dios no se comunicó directamente con el 
profeta Mahoma, sino a través del Angel Gabriel. 
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intermediario unificador entre el mundo material y el espiritual. Este llama- 
miento llevó a que los libros de Euclides y Pitágoras fueran de los primeros en 
ser traducidos al árabe. Comenzando con las traducciones a gran escala de és- 
tas en el siglo VIIL la apreciación de la geometría creció y se estableció rápida 
y ampliamente en el mundo islámico [7], escribió Galileo, fundador del mé- 
todo científico moderno [8, p. 47]: 


La filosofía está escrita en este gran libro, el universo, que está continua- 
mente abierto a nuestra mirada. Pero el libro no puede ser entendido a me- 
nos que uno aprenda primero a comprender el lenguaje y a leer las letras en 
las que está compuesto. Está escrito en el lenguaje de las matemáticas, y sus 
caracteres son triángulos, círculos y otras figuras geométricas sin las cuales 
es humanamente imposible entender una palabra de él; sin éstas, uno deam- 
bula en un oscuro laberinto. 


Los estudiosos musulmanes proclamaron que [3, p. 7]: 


...el estudio de la geometría sensible conduce a la habilidad en todas las 
artes prácticas, mientras que el estudio de la geometría inteligible conduce 
a la habilidad en las artes intelectuales porque esta ciencia es una de las 
puertas a través de las cuales nos movemos hacia el conocimiento de la esen- 
cia del alma, y esa es la raíz de todo el conocimiento. 


Los artistas musulmanes se entusiasmaron con los triángulos, círculos y 
otras figuras geométricas. 

4. Pasión y confianza en las estrellas. Los monumentos dejados por per- 
sonas de la edad de piedra son testimonio de que la interacción humana con el 
cielo tiene una larga historia. La gente de civilizaciones antiguas como los ba- 
bilonios, egipcios, indios, mayas y chinos, eran todos observadores dedicados 
de los cuerpos celestes y buscaban ser guiados por ellos tanto en asuntos reli- 
giosos como prácticos. No es de extrañar que las formas de las estrellas tengan 
una atracción universal. Basta con mirar las banderas de las naciones para com- 
probarlo. 

La gente que abrazó el Islam no sólo era heredera de esta antigua tradición, 
sino que tenía una necesidad aún mayor de consultar las estrellas. Muchos de 
ellos vivían en los desiertos y su forma de vida era nómada, vagando por gran- 
des extensiones de tierra. Los árabes también eran gente de mar aventurera y 
navegaban a lo largo de distancias considerables. Ambos tipos de viaje exigían 
una hábil observación de los cielos para la navegación. 

Además, el Islam imponía un requisito único a los fieles. Ya sea en tierra 
o en el mar, un musulmán tiene que saber, cinco veces al día, la dirección 
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exacta en la que debe orar. Todo esto hizo que las estrellas fueran extraordina- 
riamente significativas para las primeras culturas islámicas. El Corán abunda 
en versos que evocan imágenes poderosas sobre el tema: Alá es quien ha 
puesto para vosotros las estrellas para que podáis guiaros por ellas en medio 
de las tinieblas de la tierra y del mar (V:98). 

En la cultura islámica, la astronomía satisfacía las necesidades religiosas, 
prácticas e intelectuales. El primer observatorio que reunió a eminentes astró- 
nomos de muchas tierras y realizó observaciones sistemáticas fue construido 
en Maraghah, Irán, en el siglo XII. Muchas estrellas fueron nombradas por 
astrónomos musulmanes y continúan siendo conocidas por sus nombres ára- 
bes. A partir del siglo IX, cuando la obra de Tolomeo fue traducida al árabe, y 
hasta finales del siglo XV, la astronomía siguió siendo la actividad intelectual 
más apasionante del mundo islámico [7]. Instrumentos como el astrolabio y 
palabras como Almagesto son recuerdos del legado islámico en el tema. 

5. Experiencia en el tejido de alfombras y en la construcción de tiendas de 
campaña. Para la mayoría de la gente hoy en día, las alfombras representan la 
más islámica de las formas de arte islámico. Son buscados por los conocedores 
como obras de arte, por los ricos para la decoración de interiores y por los 
inversores para obtener beneficios económicos. Muchos que no aprecian otras 
formas de arte islámico, como la caligrafía, ansían una alfombra persa. 

Las alfombras reflejan los orígenes nómadas de muchas de las poblaciones 
que abrazaron el Islam. El arte de tejer alfombras se ha practicado en todo 
Oriente Medio y la región del Cáucaso desde hace mucho tiempo. En particu- 
lar, las tribus nómadas de Asia Central, Persia y Afganistán han estado produ- 
ciendo alfombras durante miles de años. La figura 4 muestra la parte central 
de la alfombra de Pazyryk, que ahora se conserva en el Museo del Ermitage en 
San Petersburgo, Rusia; se ha datado en torno a los 2.400 años de antigiiedad. 
Fue encontrado en una tumba desenterrada por arqueólogos rusos en 1947 en 
el valle de Pazyryk, en la montañosa cordillera de Altai, en el sur de Siberia. 

Las alfombras y los tapetes han servido para muchos propósitos para estas 
personas. Se han utilizado como revestimientos de suelos, alfombras de ora- 
ción, decoraciones de carpas, toldos y como símbolos de poder, privilegios y 
riquezas. Han sido ceremoniosamente colocados para rendir homenaje a los 
tronos reales y a los invitados de honor de los asientos. Han desempeñado un 
papel destacado en la celebración de bodas y fiestas. Las alfombras represen- 
tan, sin duda, la forma de arte más antigua y más significativa en el entorno 
nómada de las tiendas de campaña. 

¿Y qué implica el tejido de alfombras? Como muestra la Fig. 4, se trata de 
entrelazar para producir patrones de repetición teselados, es decir, la práctica 
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de las mismas habilidades que se ejercían en la Alhambra. También es un he- 
cho que aunque las alfombras se han producido durante mucho tiempo y en- 
carnan todas las formas de arte islámico —geométrico abstracto, floral, figu- 
rativo y arabesco— los patrones geométricos abstractos tienen la historia más 
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Con el conocimiento de estas cinco influencias sobre el arte islámico, 
ahora es posible deshacerse del “dogma” sobre los orígenes del arte islámico e 
identificar los verdaderos factores clave que llevaron a su concentración en los 
patrones geométricos. Hasta hace muy poco, la mayor preocupación del arte 
en todas las culturas ha sido la representación de la deidad y el arte islámico 
estaba asimismo interesado. Puesto que el Islam ofreció la luz como la única 
imagen material de Dios y puesto que la luz de los cielos es creada por las 
estrellas, uno esperaría que los artistas musulmanes emplearan formas de es- 
trellas y líneas radiantes (para imitar el comportamiento de la luz) para repre- 
sentar a Dios (ver [1]). 

Puesto que la geometría era vista como el intermediario entre el mundo 
material y el espiritual, uno esperaría que el arte islámico se concentrara en la 
geometría para retratar la perfección. Dado que la lengua árabe evoca un sen- 
tido de santidad para los musulmanes, no debe sorprenderse que se emplee con 
fines inspiradores en el arte islámico. De hecho, la caligrafía árabe es conside- 
rada por los musulmanes como la forma de arte más exaltada. 

Dado que los patrones abstractos de repetición infinita entrelazados en al- 
fombras y tapetes han sido una parte integral, desde tiempos antiguos, de la 
vida y la cultura de las personas que abrazaron el Islam, deberíamos esperar 
verlos en otras superficies que vinieron a reemplazar a las alfombras y tapetes. 
Dado que el recubrimiento de superficies con teselados es una tradición que se 


remonta a un pasado nómada de tiendas de campaña, no debería sorprendernos 
descubrir que los muros de los edificios islámicos están cubiertos de teselados. 
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Fig. 4. La parte central de la al- 
fombra de Pazyryk, fechada al- 
rededor de 2400 años de anti- 
gúedad 
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Para concluir, el arte islámico no siguió el camino que siguió por el temor 
de Dios. Lo hizo por el amor de Dios. Lo hizo para representar la perfección y 
para señalar un mundo ordenado más allá de la realidad burda y caótica. Para 
ello utilizó y desarrolló los elementos más significativos para sus propósitos y 
las formas de arte y tradiciones que habían desempeñado el papel más impor- 
tante en la vida y la cultura de su pueblo. 


La inspiración para mi arte 


En 1964, cuando era estudiante graduado del University College London, 
me puse en marcha con otros estudiantes para conducir hasta el sur de Marrue- 
cos y explorar partes del desierto del Sahara. En el camino nos detuvimos en 
Granada y, al igual que otros visitantes de esta ciudad, fui a contemplar la Al- 
hambra. Estaba totalmente hipnotizado. Fue amor a primera vista. Había leído 
que cuando el emperador Moghal Babur vio por primera vez Cachemira, gritó 

Agar Firdaus Ber Ruye Zamin Ast, HAMÍN ASTO HAMÍN ASTO HAMÍN 
ASTO EN AST. (Si el Paraíso existe en la superficie de esta tierra, ESTÁ AQUÍ 
ESTÁ AQUÍ.) Me encontré repitiendo las palabras de Babur. Nunca había visto 
tal gracia, tales colores, tales proporciones, tales patrones, tales caligrafías, ta- 
les sombras, tan delicados enlucidos, tan intrincados azulejos, tales jardines 
mágicos, tales patios iluminados por el sol, tales patios sombreados, tales aguas 
corrientes, tales fuentes burbujeantes... Me preguntaba qué criaturas habían he- 
cho este palacio. Me conmovió mucho saber que nací en la cultura cuya gente 
había creado este paraíso. Podía oír voces ancestrales que me ordenaban: “Es- 
tudiar estos patrones... apreciarlos... extenderlos... marcharse y construir una 
nueva Alhambra.” 

Aunque ya en 1964 me enamoré de los patrones geométricos de la Alham- 
bra, no fue hasta 1986 cuando pude encontrar tiempo para estudiarlos. Fui em- 
pleado como matemático aplicado y pasé la primera parte de mi carrera traba- 
jando en física computacional. Pero nunca olvidé la Alhambra. Poco a poco, 
de la física pasé a la informática y a la infografía. Ahora podría justificar hacer 
una investigación sobre los patrones de belleza. Después de una segunda visita 
a la Alhambra en 1985, empecé a estudiar los patrones islámicos utilizando 
gráficos por ordenador. Mi libro [1] es el resultado directo de esta larga pasión 
que no muestra signos de ceder. El libro está dedicado a mi madre y a “los que 
concibieron y construyeron la Alhambra”. 

Por lo tanto, tengo esto en común con el gran Escher: también encontré mi 
inspiración más profunda en la Alhambra. Mi primera visita me inspiró y me 
encantó, pero fue la segunda, veintiún años después, la que desencadenó mi 
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transformación. Al igual que Escher, mi formación artística comenzó en serio 
con el análisis y la reproducción (utilizando gráficos por ordenador en mi caso) 
de los patrones de la Alhambra. 


¿De qué se trata mi arte? 


Es importante decir en un número finito de palabras de qué se trata mi arte, 
pero está impulsado por dos pasiones globales. Estos son: (1) descubrir la be- 
lleza en la unidad de la ciencia, el arte, la filosofía y la “religión” y (11) regoci- 
jarme en mi patrimonio cultural y seguir desarrollándolo. El arte islámico me 
satisface en ambas misiones. Lo hace porque trata sobre el patrón, la simetría, 
la replicación y la “palabra” y estos cuatro elementos ofrecen la mezcla más 
potente para la celebración de la unidad que podemos descubrir. Es poco pro- 
bable que muchos de los lectores de este libro necesiten ser informados sobre 
el significado del patrón y la simetría para ofrecer unidad. Así que no diré nada 
al respecto y referiré al lector al capítulo 2 de mi libro [1], donde he desarro- 
llado el tema. Voy a hacer sólo unas breves observaciones sobre los otros dos 
elementos. 

El acto de replicación es sinónimo de vida. La vida comenzó en el planeta 
Tierra, cuando de alguna manera, hace unos cuatro mil millones de años, una 
molécula aprendió a replicarse a sí misma. Nació el ADN. El simple acto de 
replicación es el más milagroso de todo el universo. En el arte islámico, se ha 
utilizado un patrón de réplica para simbolizar el infinito. Relaciona algo está- 
tico, limitado, definido y transitorio, con lo que es dinámico, ilimitado, infinito 
y eterno. Por estas razones, la replicación me habla de la vida, del sexo, del 
ADN, de “Dios”, del infinito y de la inmortalidad. 

La celebración de la “santidad de la palabra hablada” a través de la cali- 
grafía es otra característica del arte islámico que se presta a una interpretación 
profunda. La lengua hablada es la característica única de la especie humana. 
Fue el desarrollo del poder del habla en nuestro cerebro, hace aproximada- 
mente un millón de años, lo que nos dio nuestra capacidad de autoconciencia 
y de conciencia de un mundo más allá de la experiencia inmediata a la que 
están confinadas otras criaturas. Fue la adquisición del lenguaje lo que separó 
nuestro cerebro de los cerebros de todas las demás especies y nos puso en el 
camino hacia la cultura, la civilización, la tecnología y el viaje a la luna. 

Me asombra que a pesar de la proclamación de la Biblia “En el principio 
era la palabra y la palabra estaba con Dios y la palabra era Dios, el arte occi- 
dental no ha podido celebrar “la palabra”.” En Occidente, la caligrafía siempre 
ha sido vista y sigue siendo vista como una mera artesanía. En contraste, en el 
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mundo islámico, la caligrafía es considerada como la forma de arte más ele- 
vada. Para mí, simboliza la conciencia humana, la inteligencia humana, el sen- 
tido moral humano y todo lo demás que los humanos poseemos por encima de 
otros animales. 


Algunos ejemplos de mi arte 


Concluyo este artículo mostrando algunos ejemplos de mi arte. Hay que 
dejar claro que todo mi trabajo se origina a través del uso de gráficos por or- 
denador. Hasta ahora, las piezas que he producido en su totalidad a través de 
mis propios esfuerzos han sido todas en forma de impresiones. Sin embargo, a 
través de la colaboración con otras personas expertas he podido transformar 
algunas de mis concepciones gráfico-informáticas en azulejos y murales de 
cerámica, esculturas, tapices y otras realizaciones. El lector interesado puede 
visitar mis páginas web para ver más ejemplos de mi arte: 
www.bangor.ac.uk/IslamicArt, y www.islamicart2000.com 


Fig. 5. S.J. Abas. Un nuevo recubrimiento 
islámico no periódico 


Las figuras 5 y 6 pretenden mostrar algunas de las formas en que estoy 
desarrollando patrones islámicos más allá de sus simples orígenes periódicos 
bidimensionales euclidianos. La figura 5 muestra un complejo teselado no pe- 
riódico que da lugar a una estrella de cinco puntas, un símbolo venerado en la 
cultura islámica que aparece en las banderas de la gran mayoría de las naciones 
islámicas. 


— 140 — 


El arte islámico tradicional no ha utilizado el concepto de escultura. Esta 
es una de las áreas que estoy desarrollando actualmente. El objeto de la iz- 
quierda en la Fig. 6 muestra un ejemplo. Otra área en la que estoy extendiendo 
los patrones islámicos es la de la geometría hiperbólica. Esto tiene un signifi- 
cado especial en un libro sobre Escher. La imagen de la derecha de la Fig. 6 
muestra la transformación de un patrón islámico de Euclides en espacio hiper- 
bólico. 


Fig.6. S.J. Abas. Extensiones de patrones islámicos a una superficie tridimensional y al 
plano hiperbólico 

La Figura 7 muestra ejemplos de mis concepciones creadas en otros me- 
dios que no sean impresiones de ordenador. La figura de la izquierda muestra 
un nuevo patrón que ha sido transferido a placas de cerámica, murales de ce- 
rámica y vidrio. La figura correcta proviene de la extensión de un diseño islá- 
mico plano clásico a tres dimensiones y es típica de las que se han convertido 
en tapices. El patrón que se muestra utiliza la escritura cúfica estilizada para 
transcribir “Ali”, el nombre del yerno del profeta Mahoma. Ali fue el cuarto 
Califa y es muy venerado por la secta chiíta de musulmanes. 


[105] 
Fig. 7. SJ. Abas. Trabajos trasladados de impresiones gráficas por ordenador a otros 
medios 

Mis dos trabajos en planchas de color 30 y 31 están destinados a mostrar 
ejemplos del tipo de temas globalmente unificadores en los que estoy más in- 
teresado. La pregunta más profunda que concierne al individuo es la pregunta: 
¿Quién soy yo? La religión, la filosofía, el misticismo, la literatura, la poesía, 
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la ciencia y el arte abordan esta cuestión. En la lámina de color 30 muestro uno 
de mis esfuerzos por retratar esta pregunta. Esta pieza que he llamado Tu Kisti? 
que en persa significa ¿Quién eres? La inscripción caligráfica en la parte su- 
perior del cubo transcribe un verso del poeta pakistaní Allamah Sir Moham- 
med Iqbal (1875-1938), que se traduce como: 


¿Quién eres tú? 
Que el cielo azul 
Se han abierto para ti 
Mil ojos brillantes? 


La placa de color 31 muestra una versión de mi trabajo que yo llamo La 
rueda de la fortuna islámica [1, p.40]. Su objetivo es celebrar el descubrimiento, 
a través de la ciencia aplicada, de una estructura hermosamente simétrica, a 
saber, la de la molécula [Fe(OCH3)2(02CCH2CI)]10, conocida más simple- 
mente como la Rueda Férrica. La molécula fue sintetizada por los químicos 
estadounidenses Stephen J. Fippard y Kingsley F. Taft en 1990 en sus esfuer- 
zos por entender ciertas reacciones químicas que ocurren en los sistemas bio- 
lógicos. Tales estructuras han sido exploradas en patrones islámicos [1, p. 41] 
y son sorprendentemente hermosas. Escribiendo en Scientific American [5, p. 
70], el químico Roald Hoffmann, que ganó el Premio Nobel de Química en 
1981, dijo lo siguiente sobre la Rueda Férrica: 


...para mí, esta molécula proporciona una sensación espiritual parecida a 
la de escuchar un trío de pianos Haydn que me gusta. ¿Por qué es hermosa 
esta molécula? Porque su simetría llega directamente al alma. Toca una nota 
sobre un ideal platónico. Quizás debería haberlo comparado con Judy Co- 
llins cantando “Amazing Graze” en lugar del trío Haydn. Las líneas meló- 
dicas del trío sí cantan, pero la pieza trabaja su efecto a través del contra- 
punto, las herramientas de la complejidad. La rueda férrica es pura melodía. 
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Escher como inspiración 


Mi primer recuerdo de ver el trabajo de M.C. Escher fue a mediados de los 
años sesenta, a la edad de 10 u 11, cuando examiné un libro de la serie Time- 
Life — recuerdo haber visto sus impresiones Relativity y House of Stairs. No 
me di cuenta entonces de lo profundamente que el trabajo de Escher afectaría 
el camino de mi vida. 

Al igual que Escher, mi serio interés artístico fue despertado por primera 
vez por una clase de arte en la escuela secundaria (en Alhambra, un pequeño 
pueblo cerca de Pasadena, California). A menudo pienso en la extraña sincro- 
nización del nombre de la ciudad. Unos años después, vi la gran exposición 
retrospectiva de Escher en el Museo de Ciencias e Industria de Los Ángeles, y 
me fascinaron sus imágenes. Poco después, me mostraron el libro The World 
of M.C. Escher [6], 

Quizás la primera conexión real de mi arte con el de Escher comenzó con 
mi peregrinación a la Alhambra, en Granada, España, en julio de 1977. Llegué 
a la Alhambra en las primeras horas de la madrugada con un poco de mal 
tiempo; estaba seguro de que tenía un resfriado o gripe. Pero sorprendente- 
mente, parecía que después de horas de exposición a la resonancia tranquila y 
armónica del palacio y los jardines, me sentía completamente bien. 

Como Escher antes que yo, vine a ver el conjunto enciclopédico y mila- 
groso de revestimientos periódicos que adornan el palacio. Fue fantástico y 
asombrosamente inspirador. Lo que no esperaba era una epifanía ontológica 
perceptiva. De pie en uno de los portales que dan a la ciudad, miré a través de 
un gran plato de vidrio de seguridad contemporáneo que muy probablemente 
se colocó para evitar que los niños pequeños caigan hasta la muerte. Sin em- 
bargo, también tenía una función fenomenológica. Reflejaba magníficamente 
una sección adyacente de un intrincado teselado morisco y, en efecto, lo com- 
ponía transparentemente sobre la escena visible de abajo, compuesta de edifi- 
cios, vegetación y formaciones rocosas en la distancia (Fig. 1). Fue aquí, en un 
instante, donde nació la metáfora pictórica esencial de mi obra. 
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as 
Fig. 1. Pepo de teselado en un reflejo de vidrio en un portal de la Alhambra, 
julio de 1977. 


En 1978,1 adquirió dos libros más sobre Escher y su obra: El espejo má- 
gico de M. C. Escher [3] y Fantasía y simetría: los dibujos periódicos de M. 
C. Escher [7], los examinaría una y otra vez mientras me esforzaba por descu- 
brir los secretos de Escher. Otro libro adquirido ese año fue El Tao de la Física, 
de Fritjof Capra [2], El Tao... explotó mi perspectiva y me dio una base con- 
ceptual completa sobre la cual apoyar los aspectos teóricos de mi trabajo. Su 
premisa es que la visión del mundo y, específicamente, la descripción general 
de los fenómenos subatómicos por los físicos occidentales de partículas, se está 
volviendo casi intercambiable con la descripción de la realidad que se encuen- 
tra en las principales formas de misticismo oriental. 

La comparación sistemática de Capra de las dos disciplinas implica una 
cosmografía convincente que se captura en los teselados zoomórficos de Es- 
cher. Aquí, visto como un fenómeno perceptivo y una metáfora gráfica, la obra 
de Escher apunta a un arte visual que encarna y es a la vez un artefacto de un 
“ver” multisensorial y metafísico. Por ejemplo, la obra de Escher Reptiles (ver 
página 307) ilustra muy bien la tendencia dinámica de los eventos subatómicos 
y también de las formas de vida a aparecer y desaparecer, sus patrones vitales 
y simetría que se disciernen temporalmente a medida que emergen y regresan 
a un campo morfogenético subyacente. Algunos místicos orientales llamarían 
a este campo la “matriz del vacío”. En este caso, Reptiles es sólo una metáfora. 
En el mundo real, las propiedades de una forma no son tan fáciles de discernir 
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cuando residen en el vacío. Me imagino que sus simetrías de vida pasadas o 
futuras se reordenan a través del espacio-tiempo. En una conexión relacionada, 
es interesante que en 1961 Chen Ning Yang usó el patrón de Escher No. 67 de 
jinete con reflejo de deslizamiento (ver página 25) para ilustrar su aplicación 
de las operaciones de simetría aprehendida en su exploración de la física de 
partículas. 


La búsqueda para entender el método de teselado de Escher 


Aunque me había esforzado por entender la técnica de Escher de hacer 
teselados trabajando sobre el libro de MacGillavry, no pude comprender lo 
esencial de ese texto técnico. En el verano de 1979 tuve la oportunidad de pasar 
una semana en La Haya, donde, con el permiso del Gemeentemuseum, final- 
mente pude aprender de los cuadernos originales de Escher. Sabía que Escher 
y su esposa habían hecho copias de los teselados moriscos de la Alhambra, así 
que pensé que podría estudiar los cuadernos de Escher y basarme en lo que 
hizo con los patrones. Durante siete días seguidos, hice transcripciones a mano 
de los cuadernos personales de Escher, y durante ese tiempo, finalmente des- 
bloqueé (para mí) los métodos de teselado de Escher. (El contenido completo 
de los cuadernos fue publicado en el libro Visions of Symmetry [9] de 1990.) 


Fig. 2. Un ejemplo de los cuadernos 
de Escher que revela la estructura sub- 
yacente de un teselado 


Fueron las coordenadas punto a punto en papel cuadriculado las que reve- 
laron cómo se construyó el perímetro zoomórfico de las figuras de Escher (Fig. 
2). El trazado de puntos de Escher y las curvas de conexión que trazan los 
perímetros de los animales tienen mucho en común conceptualmente con los 
gráficos vectoriales generados por ordenador. La cuadrícula cartesiana subya- 
cente de su papel cuadriculado no se diferencia de la cuadrícula de píxeles 
subyacente empleada en los gráficos en mapa de bits digital. Además, la natu- 
raleza de la dualidad perceptiva entre la figura y el suelo de los patrones es una 
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metáfora sorprendente de la fenomenología on-off del dominio digital en ge- 
neral. 


b 
Fig. 3. (a) Victor Acevedo, Sello Napoleónico, 1979, Óleo sobre lienzo, (b) Un detalle 
del revestimiento teselado de esta obra 
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Superposiciones teseladas 


Unos ocho meses antes de ver los cuadernos de Escher, hice mi primer 
intento de utilizar una sobreimpresión teselada sobre una imagen, inspirada en 
mi experiencia perceptiva en la Alhambra. Este era el óleo sobre tela llamado 
Sello Napoleónico (Fig. 3a). 

Basé esta obra neosurrealista muy vagamente en La Última Cena de Leo- 
nardo, pero en el centro tenía una efigie pagana de un dios animal. Si se inter- 
pretan las aletas del sello triangular como la llegada de un sombrero, entonces 
la figura en el centro de la mesa es un héroe imperial conquistador (napoleó- 
nico). Si las lees como aletas, entonces se trata de una foca victimizada pos- 
trada en su “Waterloo” de dique seco, tal y como se veía en su imagen original. 

El uso de una superposición de patrones periódicos (Fig. 3b) puede verse 
en los tres “extraterrestres” en la parte inferior derecha de la composición. En 
la cabeza del alienígena de la derecha hay una serie de bloques cúbicos cono- 
cidos de los estudios de percepción psicológica de lo convexo/cóncavo y utili- 
zados por Escher en su impresión Metamorphose II (ver página 147). 


Un enfoque alternativo para el teselado zoomórfico 


En abril de 1980, produje el dibujo a lápiz llamado Four-fold Rotational 
Wasp: Fish Orifice Covet (Fig. 4). Comenzó como la base de un estudio en 
escala de grises para mi clase de color en el Art Center College of Design y 
fue el primer trabajo completo que fue un resultado directo de mi estudio de 
los cuadernos de Escher. Estructurada sobre una matriz de cuadrados de 5 x 7, 
esta composición pretendía combinar tres tipos diferentes de expresiones pic- 
tóricas: figuración alegórica surrealista, geometría no objetiva y teselado zoo- 
mórfico al estilo de Escher. 

Fue ver y transcribir un patrón de insectos de los cuadernos de Escher lo 
que me inspiró a crear la avispa rotativa cuádruple. Podría haber emulado fá- 
cilmente la intercambiabilidad entre la figura y el suelo de los zoomorfos de 
Escher, pero sentí que mi trabajo habría parecido demasiado derivado. Decidí 
adoptar un estilo abierto. Mi razonamiento para esto se basó en mirar fotos de 
grupos de paracaidistas tomados de la mano mientras flotaban hacia abajo. 
Noté los espacios intersticiales abstractos entre las figuras — aquí no se ve el 
botón de alternancia entre la figura y el suelo. Curiosamente, en ese momento, 
no hice referencia al uso ubicuo de arreglos abiertos como se ve en el diseño 
de patrones textiles, especialmente con motivos botánicos. 


M8 


Fig. 4. Víctor Acevedo, Four-Fold Rotational Wasp: Fish orifice Covet, 1980. Grafito 
sobre papel 


Fig. 5. (a) Victor Acevedo, Synchromesh Cezannic Kennedy, 1982. Óleo sobre lienzo, 
(b) Estudio para este trabajo. Grafito sobre papel 
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Para mi propio teselado zoomórfico experimenté con un acercamiento ca- 
ligráfico más flojo en los perímetros lineales de las figuras y usé esquemas de 
color erráticos. El trazo subyacente sería periódico, pero la coloración era algo 
aleatoria. (Ver el estudio en color Slated Breakfast en el CD Rom.) En el estu- 
dio de teselado del cuadro Synchromesh Cezannic Kennedy hay permutaciones 
y anamorfos de un triple patrón de rotación de aves (Fig. 5b). Siempre me 
pareció desafortunado que el intrincado efecto cristalino de esta “fusión neo- 
expresiva del teselado” nunca fuera tan nítido en la pintura final (Fig. 5a). Este 
efecto es casi como administrar un filtro de ondas en Adobe Photoshop. Si nos 
fijamos en el lienzo final, este patrón aparece casi como la versión del impre- 
sionista de su facetado entramado original. 


De polígonos a poliedros 


En la primavera de 19801 se vio un diagrama en Polyhedra: A Visual Ap- 
proach [8], Esto me convenció de ampliar mi estudio de los recubrimientos 
periódicos poligonales para incluir la exploración del relleno espacial y las 
mallas o conjuntos poliédricos de empaque abierto. Ya había tomado concien- 
cia del interés y trabajo de Escher con los poliedros al leer el capítulo 14 “Di- 
seños maravillosos en la naturaleza y las matemáticas” en Magic Mirror. Los 
poliedros de relleno de espacio son la contraparte lógica en 3D de los polígonos 
de relleno del plano, que son el soporte subyacente del trabajo zoomorfo de 
Escher. Aunque los poliedros zoomórficos cara a cara contiguos son teórica- 
mente posibles, sus complejidades requieren muy probablemente gráficos por 
ordenador con un sistema de entrelazado basado en el tiempo para ser realizado 
de una manera satisfactoria. 

Más tarde adquirí una copia del libro M.C. Escher Kaleidocycles, con co- 
autoría de Doris Schattschneider [10], Inspirado por su desarrollo de los polie- 
dros cubiertos de teselado basado en Escher, comencé a utilizar la técnica en 
estudios preliminares de escultura para dibujos y pinturas. Sin embargo, en la 
mayoría de los casos utilicé “texturizado” no periódico o compuesto de frag- 
mentos del entorno pictórico circundante. Mi pintura Approximately Noon On- 
ward: Icosahedronic Moment (Fig. 6a) realizado en 1982-3 incluía un grupo 
de icosaedros que primero hice como una escultura plegando un grupo de tar- 
jetas postales comunes (Fig. 6b). 
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Fig. 6. (a) Víctor Acevedo, Approximately Noon Onward: Icosahedronic Moment, 1981- 
3. Oleo sobre lienzo, b) Estudio escultórico de la obra. Postales plegadas 

El estudio de teselado para Sad Voyeur Watching Orthogonal Womanhood 
muestra grupos cúbicos con perspectiva ortográfica que contienen datos zoo- 
mórficos (Fig. 7). Disfruté de la autosimilaridad y la tensión entre las carcasas 
hexagonales de los cubos y su correspondiente simetría rotacional. Este estudio 
se inspiró en los conocidos medios rectángulos dorados interpenetrantes que 
pueden utilizarse como andamiaje para circunscribir un icosaedro. 
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Me b 
Fig. 7. a) Víctor Acevedo, Sad Voyeur Watching Orthogonal Womanhood, 1982. Óleo 
sobre lienzo, b) Estudio de teselado para esta obra. Grafito sobre papel 


La influencia de R. Buckminster Fuller 


Es difícil describir el efecto que tuvo Buckminster Fuller en mí. Él cierta- 
mente cambió mi vida - para mejor. Tuve la gran fortuna de estar con él muchas 
veces en varios escenarios: desde ser uno de los miles de espectadores hasta 
personal, todo durante los últimos seis meses de su vida. Ciertamente fue una 
época extraordinaria. Nunca he conocido a nadie como él antes o desde enton- 
ces; siento que es uno de los seres humanos más notables que he conocido — 
una especie de Roshi o hombre santo y sin embargo “el sumo sacerdote de la 
tecnología”, como se describió en la primera página de Los Angeles Times en 
el momento de su muerte en julio de 1983. 
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Había oído hablar de él por primera vez en 1969 a través de mi hermano 
mayor David, pero no fue hasta 1980 que empecé a leer y estudiar activamente 
los libros de Fuller. Recomiendo Synergetics [4], [5] a cualquiera que esté in- 
teresado en la forma y la estructura, desde la metáfora hasta la arquitectura. 
Una cosa es estar fascinado con los poliedros y sus propiedades espaciales y 
estéticas. Es muy distinto encontrar, como hice en Fuller, una cosmografía in- 
creíblemente completa que utiliza sus propiedades topológicas como herra- 
mientas para modelar fenómenos micro y macroenergéticos. 

Fue la matriz vectorial isotrópica (MIV) de Fuller -una red espacial for- 
mada por tetraedros y octaedros muy compactos- la que he encontrado más 
aplicable a mi trabajo hasta ahora. Este paquete cerrado aparece en la litografía 
de Escher de 1959 Flatworms [1, cat. no. 431] en el extraño laberinto subma- 
rino en el que habitan las criaturas. Como Escher hacía modelos geométricos 
para informar y animar su trabajo gráfico, yo también lo hice. Por esta época, 
construí mi propio modelo de esta estructura en madera y espuma de poliesti- 
reno (Fig. 8). Otro relleno poliédrico que he utilizado en forma de red es el 
octaedro truncado. 

Un aspecto importante de la obra de Fuller que es relevante para el arte 
visual es su geometría. Basado en la triangulación y la esfericidad, ofrece un 
lenguaje gráfico no cubista y no cúbico. Incluye la topología poliédrica de la 
experiencia visual de Euler, que consiste en líneas, cruces y ventanas (es decir, 
bordes, vértices y caras). Esto actualiza el conjunto de herramientas geométri- 
cas del siglo XIX de “cilindro, esfera y cono” y su legado resultante, el léxico 
de la abstracción gráfica basada en el cubismo del siglo XX. 


Fig. 8. Victor Acevedo, Isotropic Vec- 
tor Matrix, 1983. Madera y espuma de 
poliestireno 


Desde 1982, desde la pintura y el dibujo tradicionales hasta los medios 
digitales, he utilizado la matriz vectorial isotrópica o “armazón de octetos” 
como una forma de explorar la fenomenología gráfica. A nivel simbólico, una 
MIV graficada puede representar la matriz del vacío —el sustrato universal — 
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que oscila paradójicamente entre el vacío eterno y la plenitud de una potencia- 
lidad omnipresente — la fuente de la danza cósmica perpetua de la vida y la 
muerte de todas las formas. 

Esta lectura metafísica de la IVM proviene de mi estudio del Tao de la 
Física. En 1983 mi cosmovisión gráfica fue reafirmada al leer The Holo- 
graphic Paradigm and other Paradoxes: exploring the leading edge of 
Science, editado por Ken Wilber [11]. Me animó a seguir haciendo arte que 
trata de la naturaleza estructural subyacente de las cosas. Un ensayo en parti- 
cular, “A Multidimensional View”, de William A. Tiller, fue para afectar pro- 
fundamente mi pensamiento. Tiller postula que el espacio es un espacio eucli- 
diano de seis dimensiones articulado como un entramado hexagonal compacto 
con puntos nodales activos. Esto sonaba muy parecido a una descripción par- 
cial de las matrices vectoriales de Fuller. 

Fue un simple salto intuitivo para reemplazar mis sobreimpresiones de te- 
selado por sobreimpresiones poliédricas y para convertir los volúmenes estre- 
chamente empacados en redes esqueléticas de poliédricos, permitiendo que la 
interpenetración se viera. Lo que inspiró esto fueron las muchas placas de color 
en la parte posterior de Synergetics 2 que ilustran varios dominios poliédricos 
localizados que anidan perfectamente en un IVM agregado. Sugirieron un 
nuevo paradigma para reelaborar mi cartografía figura-tierra. Dos de mis obras 
que emplean este efecto gráfico se pueden ver en el CD Rom: Macro Synapse 
- Cuboctahedron Periphery (1982) and Void Matrix Lattice (1983). 


Gráficos por ordenador 


A finales de 1983, me estaba deshaciendo rápidamente del uso de los me- 
dios tradicionales y empecé a aprender un nuevo conjunto de herramientas: los 
gráficos por ordenador. Primero participé en un breve taller de computación 
gráfica que se llevó a cabo en el Anexo de Video del Museo de Arte de Long 
Beach. Al año siguiente, en Los Ángeles, tomé una clase en la Universidad de 
la Costa Oeste con el pionero del arte de la computación, Tony Longson, que 
incluía la programación de gráficos simples en un mainframe VAX. Más tarde 
estudié el Cubicomp basado en PC, un antiguo sistema de animación y mode- 
lado 3D de escritorio. En 1985, conseguí mi primer trabajo en gráficos por 
ordenador, trabajando como digitalizador en Laser Media. 

Lo que considero mi primera imagen gráfica computarizada exitosa se 
llama Ectoplasmic Kitchen, producida en 1987 (placa de color 23). Combi- 
nando influencias tanto de Escher como de Fuller, esta obra combina zoomor- 
fos abiertos encerrados en un dominio esférico sinérgico de gran círculo. Las 
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criaturas simétricas similares a Escher están dispuestas alrededor de tres cen- 
tros de rotación y emergen de una rejilla triangular y hexagonal subyacente. 

Es significativo que el uso de computadoras para hacer imágenes reavivó 
mi afición por utilizar el teselado zoomórfico. La capacidad del software para 
replicar fácilmente formas y realizar operaciones de simetría tales como rota- 
ción y traslación hizo que la repetición de patrones fuera algo bastante natural. 
El trabajo de Escher prefigura de muchas maneras el advenimiento del arte 
digital. Otro paralelismo con la práctica del arte digital es la producción de 
múltiples impresiones de una imagen por parte de Escher, lo que sugiere la 
posibilidad de una eventual apoteosis de la impresión, o arte gráfico por orde- 
nador, sobre la pintura. El sistema actual de alto valor artístico basado en el 
único artefacto original puede ser revisado gradualmente por el potencial múl- 
tiple de los originales digitales. Las impresiones de imágenes que se crean di- 
gitalmente pueden considerarse producciones, no reproducciones, como en el 
caso de las obras de arte de los medios tradicionales que se digitalizan y luego 
se imprimen. Facilitado por las tecnologías de imagen digital, es fácil predecir 
un futuro en el que veremos una distribución significativamente mayor de arte 
visual serio y asequible a una audiencia mundial sin precedentes. 


Fig. 9. Victor Acevedo, The 
Lacemaker, 1997. Gráficos por 
ordenador 


Desde mis primeros experimentos con el arte de la computación en los 
primeros PCs, he actualizado continuamente mi hardware y software. Concep- 
tualmente, sigo empleando redes poliédricas que interpenetran mis sujetos fi- 
gurativos, perseverando con la metáfora nacida de aquella significativa expe- 
riencia de 1977 en la Alhambra. La perspectiva de explorar este concepto en 
modalidades basadas en el tiempo e interactivas está aún pendiente. 

Concluyo con una imagen final, The Lacemaker (Fig. 9 y placa de color 
24), un homenaje a la famosa pintura del siglo XVII de Johannes Vermeer. La 
fotografía original en el centro de mi imagen fue tomada en la víspera de Año 
Nuevo de 1995. No fue planteado conscientemente; capté mi tema emulando 
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la postura de The Lacemaker simplemente por casualidad. Esto subraya mi in- 
terés por la vida cotidiana tal y como se ve, se graba y se transforma digital- 
mente en una especie de archivo fotográfico metafísico. 

Es difícil encontrar la obra de Escher citada como parte integral de la his- 
toria principal del arte del siglo XX. Sin embargo, se podría decir que, junto 
con Picasso, Pollock, Dalí y Warhol, es uno de los artistas más famosos del 
mundo. A pesar de su omisión en la literatura de la historia del arte, su obra ha 
sido distribuida a una audiencia masiva a través de la cultura popular. Además, 
la obra de Escher sigue siendo estudiada, referenciada y proporcionada por las 
comunidades intelectuales de las matemáticas y la ciencia. Estas mismas co- 
munidades están siendo buscadas activamente hoy en día, ya que la prolifera- 
ción de gráficos por ordenador hace que el mundo del arte se fije cada vez más 
en la tecnología. 

Siempre he sostenido que el territorio gráfico y matemático que Escher 
exploró y trazó por primera vez en el siglo XX seguirá siendo, en espíritu, una 
fuente de investigación significativa ahora y en el futuro. 
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Entre la ilusión y la realidad Co 


Sandro Del Prete 


Un conocido mío me llamó la atención por primera vez sobre las imágenes 
de M.C. Escher en 1979, cuando casi había terminado mi primer libro [3], me 
conmovió profundamente descubrir que no era el único que tenía ideas tan 
“locas” en su cabeza con la capacidad de expresarlas sobre el papel. Estaba 
seguro de que M.C. Escher y yo éramos espíritus afines, pues nuestras mentes 
parecían operar y analizar de una manera muy similar. Por lo tanto, pude com- 
prender muy bien lo que M.C. Escher debió sentir cuando comenzó a decons- 
truir los fenómenos cotidianos, dando expresión artística a las nuevas leyes 
percibidas, logrando efectos asombrosos con combinaciones inusuales tradu- 
cidas al papel de maneras cada vez más novedosas. ¿Qué pudo haber provo- 
cado que M.C. Escher mirara las cosas de esta manera? 

Para mí, fue a través de ver un camaleón. Me pregunté qué visión del 
mundo debe tener este animalito, pudiendo ver hacia adelante y hacia atrás al 
mismo tiempo. Por lo tanto, también traté de establecer dobles puntos de vista 
y perspectivas sobre el papel. Está muy claro que me han fascinado las fotos 
de M.C. Escher, y que él más tarde me influyó y me inspiró mucho. 

Sin embargo, hay una característica muy particular tanto en las fotos de 
Escher como en las mías. Para mí, la idea detrás de la imagen es el factor más 
importante, y esto no se puede copiar. La idea da sentido a la imagen. En la 
introducción de su primer libro, Escher deja claro que sus grabados “se hicie- 
ron con el fin de comunicar una determinada línea de pensamiento” [1], En sus 
numerosas descripciones y explicaciones de su obra, tanto en conferencias 
como en la escritura, dejó claro su deseo de expresar ideas como imágenes 
visuales. Naturalmente, la técnica y el talento son esenciales para traducir una 
idea en una imagen en papel. 

Sin embargo, hay diferencias entre el trabajo de Escher y el mío. Trato de 
crear imágenes estéticamente hermosas con personajes atractivos y a veces hu- 
morísticos. Por esta razón, en mis cuadros encontrarás muy poca precisión ma- 
temática, algo que siempre está presente en la obra de Escher. En este sentido, 
es un verdadero maestro que no puede ser superado. 

Aunque a menudo se sintió solo en su camino artístico elegido, su trabajo 
ha inspirado a varios artistas contemporáneos. Ya no se le puede considerar 
simplemente como una figura menor en la historia del arte. Hoy, cien años 
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después de su nacimiento, se encuentra en el centro de un movimiento que ha 
atraído a artistas de todo el mundo. Estos artistas no son meros imitadores de 
Escher, sino que, inspirados por su espíritu y su obra, dan expresión original a 
sus propias ideas. 

Ofrezco cuatro de mis dibujos al lector como ejemplos. 


* 


Dia metida Pra ig be SAT A 


Sandro Del Prete, The never-ending staircase- Hommage a Escher, 1998. Dibujo en co- 
lor 
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Este edificio consta de cuatro torres. Sin embargo, el aspecto extraño es 
que cada torre parece comenzar desde la torre que está debajo de ella, y es 
imposible encontrar cuál es la más alta y cuál la más baja. El espectador puede 
seguir la escalera que sube de una torre a otra sin llegar nunca a la cima. 


E 


A AA 


cr 


Sandro Del Prete, The twisted monastery, 1998. Dibujo en color 


Pequeñas repisas sostienen los cimientos de este monasterio. Los propios 
cimientos están formados por libros apilados unos encima de otros, lo que sim- 
boliza el conocimiento sobre el que se asienta el monasterio. Sin embargo, la 
construcción de este monasterio está tan torcida que parece algo místico. El 
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espectador ve a los monjes subiendo una cesta llena de verduras; su cuerda 
vertical parece afirmar que la parte trasera del monasterio es la más importante. 


2 arar tt 8 =< Bel A 


Sandro Del Prete, The curved chessboard, 1983. Litografía en piedra 


Este tablero de ajedrez aparece curvado en el centro porque las figuras de 
abajo están en un lado del tablero, y las de arriba están en el otro lado. Todas 
las líneas, sin embargo, están dibujadas completamente rectas y paralelas. A 
pesar de ello, las escaleras parecen retorcidas. La curvatura del tablero se crea 
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únicamente en nuestra imaginación y por nuestra percepción de lo que es ló- 
gico. 


Sandro Del Prete, Between illusion and reality, 1995. Dibujo en color 


Los bloques de piedra dispuestos en un inmenso pero ruinoso muro forman 
el límite entre estos dos mundos. Es una construcción ilusoria hecha de piedras 
que pesan varias toneladas, pero algunas de ellas parecen disolverse en el aire. 
Este monumento al pasado da lugar a la pregunta perpetua: ¿Qué es la ilusión 
y dónde comienza la realidad? 


Referencias 
[1] M.C. Escher, The Graphic Work of M.C. Escher, Nueva York, Meridith 


Press, 1960. Nueva York, Wings Books, 1996. 
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Pintando después de M.C. Escher Co 


Jos De Mey 


Mi título tiene un doble significado: pintar “después” o “de” Escher, y pin- 
tar “como” Escher. 

En primer lugar, hay que señalar que M.C.Escher no realizó ninguna pin- 
tura durante su carrera profesional como artista. Sus obras completas se limitan 
a dibujos y grabados: litografías, xilografías y grabados en madera, algunos 
grabados raros y algunos que utilizan otras técnicas de impresión. Aunque 
hubo algunos diseños comisionados para edificios públicos que incluían la pin- 
tura de paneles o paredes, las pinturas, es decir, las obras de arte diseñadas y 
pintadas sobre lienzo, panel o papel, simplemente no existen. Eso no significa, 
sin embargo, que M.C. Escher no haya influido en los artistas en general ni en 
ningún pintor en particular. 

A la luz de estas observaciones, “pintar como Escher” no es realmente un 
tema apropiado para mi ensayo. Entonces, ¿qué tal pintar “después” o “a par- 
tir” de” Escher? 

Después de haber observado todos los adaptadores de Escher que conozco, 
encuentro que hay pocos pintores entre ellos. Los artistas que trabajan con pin- 
tura sobre lienzo o panel parecen practicar casi exclusivamente el género puro 
no figurativo. Creo (si no me equivoco) que este tipo de arte no habría sido 
apreciado por Escher. Incluso estoy convencido de que si el meticuloso Escher 
hubiera pintado alguna vez, su técnica habría tenido sin duda similitudes con 
la mía. Descuido en la técnica del pincel, descuido de los detalles, composición 
negligente de los materiales, uso erróneo de los colores — esto nunca habría 
ocurrido en las hipotéticas obras de Escher. (¡Aunque he oído o leído en alguna 
parte que Escher era en parte daltónico!) 

A falta de pinturas directamente comparables, decidí buscar figuras básicas 
que Escher y sus seguidores utilizaban para componer “cuadros imposibles”. 
Utilizo a propósito el término “componer” aquí. Ni las obras de Escher ni las 
de sus seguidores son lanzadas impulsivamente al lienzo. Pensar a fondo la 
composición y probarla en varios estudios preliminares son ingredientes indis- 
pensables en el nacimiento de una obra escheriana. 

El potencial para hacer imágenes “imposibles” es limitado: dependen de 
configuraciones geométricas bastante raras. Escher (y otros) tomaron prestadas 
la mayoría de las figuras básicas de otros, recreándolas en formas concretas y 
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figurativas. Aquí es donde tocamos el espinoso problema de la frontera entre 
la ciencia exacta (teórica) y el arte. O para ponerlo como una pregunta: 
¿cuándo un modelo científico se convierte en arte? La solución a este problema 
la dejo a los críticos de arte especializados, pero me gustaría señalar que pocos 
(o quizás ningún) teóricos científicos han producido alguna vez arte de calidad. 

A estas alturas, creo que ha quedado claro para usted, respetado lector, que 
mi ensayo se limita a figuras o construcciones imposibles. Sin embargo, mi 
introducción a la obra de Escher no tenía nada que ver con figuras imposibles. 


El camino hacia la pintura de figuras imposibles 


En 1956, en el Museo de Arte Aplicado de Gante (Bélgica), vi una serie de 
grabados de Escher. Entre ellos estaban Dewdrop, Rippled Surface y Puddle, 
que me causaron una profunda impresión (Fig. 1; ver también página 8 y [1, 
cat. no. 367]). Esta primera y única exposición de M.C. Escher en Gante no se 
presentó en el Museo de Bellas Artes, sino en el Museo de Arte Ornamental o 
Aplicado, lo que refleja la actitud de las autoridades artísticas oficiales hacia 
la obra de Escher. 

En esa época, el diseño (de mobiliario) seguía siendo mi principal ocupa- 
ción. También tenía un fuerte interés, más bien teórico, en la pintura y la es- 
cultura. Tres años después, en 1959, leí el famoso artículo de Penrose en el 
British Journal of Psychology, en el que exhibían el tribar imposible y otras 
construcciones imposibles. Esta primera contribución sobre figuras imposibles 
se convertiría más tarde en una influencia importante en mi decisión de inter- 
cambiar arquitectura de interiores y diseño por la arriesgada profesión de pin- 
tor. 

Como conferenciante en la Real Academia de Bellas Artes y posterior- 
mente en el Instituto Superior de Arquitectura, además de ser profesor de ar- 
quitectura de interiores y diseño de muebles, también fui responsable de las 
clases de teoría del color y de técnica de diseño. La base matemática de la 
armonía de las formas en el arte siempre estuvo en la vanguardia de estas ma- 
terias. Las posibles aplicaciones de la serie Fibonacci, la Razón Áurea y otros 
sistemas matemático-estéticos fueron discutidos en este curso, organizado 
como un foro de discusión. Nos centramos especialmente en el grupo suizo de 
“Concrete Kunst:” Max Bill, Karl Gestner y Richard P. Lohse (ver [4]). 

También fue allí donde empecé a interesarme por la frontera entre el arte 
y la ciencia. En la búsqueda de este difícil límite surgen varias ideas contra- 
puestas: 
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e pintoresco versus pictórico (o la escena colorida versus el arte de pintar) 
e los medios frente al objetivo 

e  elesquema básico versus el resultado 

e la técnica versus el arte 

e arte matemático o matemáticas artísticas. 

(Ver [8] y [9].) 


Fig. 1. M.C. Escher, 
Dewdrop, 1948. Media- 
tinta 


Cuando en 1968 decidí dejar la arquitectura de interiores y el diseño por el 
arte libre de la pintura, quise representar cosas que sólo pueden existir como 
“cuadro”. Lo que iba a representar en mis dibujos y pinturas tenía que ser in- 
viable o irrealizable. Así que inevitablemente llegué a Figuras Imposibles. Esta 
fue probablemente una reacción a mi anterior y apremiante deber de siempre 
dibujar cosas que técnica y espacialmente tenían que ser “correctas”, “medi- 
bles” y “realizables”. 


E Fig. 2. Las escaleras dobles o “Escaleras de Schroder”. 
aa Este dibujo fue la inspiración detrás de la litografía de Es- 
ES cher Convex and Concave 


Un primer esquema básico fue la famosa escalera doble (Fig. 2) de la cual 
dibujé y pinté una serie de variaciones durante todo un año (Fig. 4). El si- 
guiente paso fue la figura de Thiery de 1895, algunas variaciones de la cual se 
reproducen en la Fig. 5. Una aplicación típica de la figura de Thiery está a la 
derecha de la Fig. 6: mi Oda de 1972 al arquitecto J. Hoffmann número 10/38. 
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Fig. 3. M.C. Escher, Convex and Concave, 1955. Litografía 
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Fig. 4. Jos De Mey, variaciones de los “Schroder”s Steps”, 1969 


— 167 — 


de emy 0 000 o 1 


Fig. 5. Jos De Mey, diferentes 
Iotesmedize" variaciones de la figura de 
Thiery desde 1895 y (derecha) 
dibujando una Ode to Architect 
J. Hoffman, 1972-1973 


Fig. 6. (a) El cubo imposible como Escher lo dibujó en estudios preliminares para Bel- 
vedere. b) Jos De Mey, El cubo imposible y las variaciones sobre ese tema, 1974-75 


La litografía de Escher Convex and Concave (Fig. 3) juega con la escalera 
doble y el tipo de figura de Thiery que se reproduce en la bandera en la parte 
superior derecha de la impresión. Escher explicó esta dicotomía convexo/cón- 
cavo en una carta a su hijo Arthur en 1954: 


Convexo y cóncavo... se ocupa del fenómeno ampliamente conocido de la 
sugestión espacial que puede imaginarse como convexo o cóncavo, según se 
desee. En el centro del dibujo he dibujado las formas de tal manera que el 
observador puede verlas convexas como cóncavas; a la derecha le obligo a 
ver las cosas de manera convexa (por ejemplo, “cubo desde afuera”; a la 
izquierda, tiene que ver las cosas de manera cóncava (“cubo desde aden- 
tro”). [1, p. 79] 
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En consideraciones posteriores, se podría sugerir que la figura de Thiery 
en perspectiva fue utilizada como punto de partida para la litografía de Escher 
de 1947 Up and Down (ver página 49). El pequeño piso un poco por encima 
del centro de la imagen es la superficie de doble uso de la figura de Thiery; 
aquí se trata simultáneamente de un suelo o un techo. 


Fig. 7. Jos De Mey, Die Unterweisung der Mes- 
sung und seine Folge (El resultado de la teoría 
de la medición) (después de A. Diirer), 1988. 
Acrílico sobre tela 


IND 
Todas las obras de los primeros años de mi carrera pictórica son abstractas 


y muy a menudo reversibles, tanto horizontal como verticalmente. Más tarde 
hice reproducciones más realistas, aún con las “cosas” abstractas, pero ahora 
descansando sobre un terreno más firme. El componente base de ese período 
es el cubo imposible, que también aparece con frecuencia más tarde. En la vi- 
ñeta de Escher Man with Cuboid (ver página 458), este cubo no es completa- 
mente imposible. Todavía muestra dos caras normales — la inferior y la supe- 
rior (Fig. 6a). 

Hacia 1975 dibujé varias versiones nuevas del cubo en las que todas las 
superficies eran imposibles. Y lo que es mejor: ya no hay superficies bien de- 
finidas. Todos los aspectos del cubo fluyen uno dentro del otro. Podría descri- 
birse como una tira Moebius en forma de cubo (Figs. 6b y 7). Probablemente 
no soy el inventor de esta versión totalmente imposible, pero en 19751 sólo 
conocía el dibujo y la interpretación de Escher. 


La influencia de Escher 
Son pocos los grabados de Escher que puedan relacionarse directamente 
con mis obras. El más importante es Belvedere, para el que el cubo imposible 


sirvió de punto de partida (Fig. 8). El pequeño hombre del banco que contem- 
pla el absurdo cubo en sus manos, así como el boceto en primer plano sobre el 
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que se dibujan las varillas de un cubo con sus peligrosos cruces, son las claves 
para entender esta enigmática construcción. 


Fig. 8. M.C. Escher, Belvedere, 1958. Litografía 
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Fig. 9. Jos De Mey. (a) Un cubo normal con conexiones imposibles, 1976. b) Souvenir 
de Margriet, 1977. Acrílico sobre tela, (c) Rather Illogical Architecture - Surrounds for 
a Very Logical Figure of Max Bill, 1998. Dibujo 
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Estrechamente relacionado con el cubo imposible está el cubo normal con 
conexiones imposibles (Fig. 9a). No conozco ninguna obra de Escher basada 
en esta figura imposible. Por eso, dos de mis obras reproducidas aquí hacen 
referencia a otros artistas (Figs. 9b y 9c). 

Aparte del cubo imposible también podemos hacer el cuadrado imposible 
y el rectángulo imposible (Figs. 10a, 10b). Por lo que sé, Escher no usó ninguna 
de estas figuras en sus obras. Algunas de mis obras utilizan este motivo, apa- 
reciendo en varias variaciones, tanto frontalmente como en perspectiva (Fig. 
11). 


1/10 
ca] : 
(a) ( (c) 


Fig. 10. (a) Dos variaciones del cuadrado imposible, (b) Una figura imposible de cuatro 
haces con efecto de perspectiva, (c) Una figura imposible de cuatro haces con conexiones 
imposibles. 


Fig. 11. Jos De Mey, Curi- 
ous Wagtail in a Strange 
Small Window, 1977. Acrí- 
lico sobre tela 
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Hemos visto que aparte del cubo completamente imposible puede existir 
también un cubo posible con conexiones imposibles. Esto también es válido 
para el rectángulo imposible, donde se puede diseñar un posible rectángulo con 
conexiones imposibles (Fig. 10c y placa de color 21). 

Por último, está el triángulo imposible de los Penroses, ya mencionado 
anteriormente, y también un poco de Oscar Reutersvárd (ver página 251). Es- 
cher utilizó este triángulo fingido como punto de partida para su litografía Wa- 
terfall de 1961 (ver página 91). La gran cantidad de estudios preliminares [3, 
p. 89] muestran el largo y difícil proceso por el que pasó Escher antes de que 
finalmente obtuviera una imagen clara de su idea. Mis propios dibujos basados 
en el triángulo imposible (Fig. 12) son mucho más simples que la intrincada 
imagen de Escher. 


Fig. 1 
pELaOnAs A Latent Threat for an Unstable Construction, 1995. Dibujos a tinta 

Para completar la serie de figuras básicas me gustaría mencionar las lla- 
madas “superficies múltiples”. Este término fue inventado por Bruno Ernst 
(Hans de Rijk) para poder interpretar mejor mis obras [2]. Afirma que “una 
superficie múltiple se ve en un lugar determinado en un dibujo o pintura como 
una sola superficie plana; colocada en otro lugar en ese mismo cuadro, es como 
dos o más superficies planas. Este es el tipo más antiguo de figura imposible 
(1.f.) que fue, a menudo involuntariamente e inconscientemente, puesta en las 
imágenes”. [2, p. 62] 

En la Fig. 13, se puede ver la representación de Ernst de cómo esto puede 
originarse. En mi dibujo a tinta de 1983 (Fig. 14) sólo hay una superficie en la 
parte superior de la pared. Esta superficie se multiplica en el suelo por cuatro 
paredes que se encuentran a diferentes distancias del espectador y que encie- 
rran un espacio bastante amplio como una casa de verano. 
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Fig. 13. Bruno Ernst, la historia de una superficie múltiple, 1986 


Mis dos últimas ilustraciones (Fig. 15 y placa de color 22) dan una idea de 
mi técnica de diseño. 

Estos dibujos muestran cómo, comenzando con un esquema de 
Reutersvárd, finalmente llego a una figura pictórica aparentemente posible al 
revertirla, ensancharla y estrecharla, y finalmente usando la perspectiva con el 
ángulo de visión del ojo de una persona de pie. Esa figura final podría servir 
de base para una pintura o un dibujo elaborado. 


Jet 


Fig. 14. Jos De Mey, Carefully Restored Roman Ruin in a Forgotten Flemish Locality 
with Oriental Influences, 1983. Dibujo a tinta 


Algunas reflexiones finales 


Probablemente sea útil en este punto citar a Escher mismo: “Intenta siem- 
pre hacer lo que te parece demasiado difícil; intenta superar tus supuestos 
límites” (de una carta a su hijo George el 29 de junio de 1969) [10]. Escher 
siempre quiso hacer justamente eso: lo que era, de hecho, demasiado difícil. 
¿Fue por ambición? Sí, pero no principalmente eso. Era una típica pasión inte- 
rior que es tan característica del verdadero artista. Su fuerza de voluntad, su 
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obstinada perseverancia y su enorme habilidad le permitieron convertir imáge- 
nes visionarias en imágenes claras. A menudo a expensas de las noches de 
insomnio y de la experimentación eterna para lograr finalmente el frágil equi- 
librio entre el descanso interior y la expresión creativa. Buscaba el equilibrio 
pero siempre preservando las emociones. 
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Fig. 15. Jos De Mey, a partir de un esquema de Reutersvárd, desarrollando proyectos de 
pintura, 1991 


Escher también intentó siempre tender un puente entre lo abstracto y lo 
figurativo. Sus obras (y también las mías) son figurativas en la forma, pero 
abstractas en la idea. En otras palabras: una representación figurativa de ideas 
abstractas. 

En una conferencia en Amsterdam en 1963 explicó que la sutileza también 
es necesaria. “En mi opinión, una situación imposible sólo se destaca cuando 
la imposibilidad no es inmediatamente evidente... Debería haber un cierto mis- 
terio que no golpee inmediatamente el ojo.” [1, p. 147] 

El vínculo entre Escher y el mundo científico fue su insaciable deseo de 
saberlo todo. En esto se parecía a lo que un investigador científico debería ser. 
Escher y sus adaptadores pertenecen a la categoría de “artistas pensantes”, 
como lo fueron y siguen siendo muchos grandes artistas antes de ellos. Son 
artistas que investigan sistemáticamente el mundo circundante de una manera 
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artístico-metódica. La fuerte necesidad de estudiar el fenómeno de la percep- 
ción humana es otra característica que Escher y sus seguidores tienen en co- 
mún. En esto, ponen en perspectiva la responsabilidad de esa percepción. 

Sin M.C. Escher, mis obras y las de muchos otros artistas habrían sido 
completamente diferentes. Sin embargo, creo que puedo decir que he estado 
utilizando suficientes elementos pictóricos y técnicas diferentes para distinguir 
claramente mis pinturas de las obras de Escher. Mi intención es elaborar sus 
ideas, utilizando nuevos enfoques y una elaboración más pintada. La arquitec- 
tura, la escena, la figuración y la aplicación de los colores en mis obras están 
fuertemente relacionadas con mi propio presente y pasado flamenco. Es llama- 
tivo que Escher raramente haya utilizado el paisaje holandés. Aparte de Día y 
Noche con su vista de pájaro de un paisaje típico holandés, su arquitectura, 
paisaje y figuración son casi exclusivamente sureños, y en particular, más ita- 
lianos. 

Intento respetar especialmente la actitud de Escher hacia el arte. Su bús- 
queda de la exactitud y de la mejor calidad técnica posible a la hora de concebir 
y realizar sus obras ha sido siempre un ejemplo para mí. También quiero ex- 
presar mi gratitud a Bruno Ernst, que a menudo me ha ayudado con su com- 
prensión analítica y sus comentarios sobre las cosas que instintivamente pongo 
en papel o lienzo. También quiero enfatizar fuertemente que no soy, ni siquiera 
menos que Escher, un practicante de la ciencia exacta. Si lo fuera, nunca haría 
ningún arte, ni siquiera pintaría... 

Afortunadamente hay científicos que están interesados en el arte. La cien- 
cia puede, hasta cierto punto, ser considerada como arte. Me veo como un ar- 
tista con cierto interés en la ciencia. Probablemente soy un artista científico, 
pero ciertamente no soy un científico artístico. 
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M.C. Escher: Arte, matemáticas y cine Co 


Michele Enuner 


Los gráficos por ordenador pueden proporcionar no sólo una visualización 
pura de muchos fenómenos bien conocidos, sino también una nueva forma de 
estudiar los problemas matemáticos y, en particular, los geométricos. Se puede 
decir que en los últimos años se ha desarrollado una nueva rama de las mate- 
máticas, llamada “Matemáticas Visuales” [6]. El gran potencial de la infogra- 
fía como nuevo medio de exploración fue reconocido por los matemáticos 
poco después de que la tecnología estuviera disponible. A medida que los dis- 
positivos de visualización y los métodos de programación se hicieron más so- 
fisticados, también lo hizo la profundidad y el alcance de las aplicaciones de 
los gráficos por ordenador a los problemas matemáticos. Esto no significa que 
ya no haya espacio para dibujos e ilustraciones hechos a mano sobre temas 
matemáticos por parte de artistas y matemáticos. 

Uno de los ejemplos más interesantes de la relación entre arte y matemáti- 
cas está ilustrado en la vida y obra del artista gráfico holandés M.C. Escher. 
Este tema ha sido revisado muchas veces en mi proyecto “Arte y Matemáti- 
cas”, que comenzó en 1978. Ese proyecto ha producido películas, videocase- 
tes, software y muchos periódicos y libros “tradicionales” durante los últimos 
veinte años. En este proyecto, produje una película y un vídeo sobre la obra de 
Escher que incluye comentarios de los matemáticos Sir Roger Penrose y 
H.S.M. Coxeter y también de la cristalógrafa Caroline MacGillavry [4], y que 
la idea era realizar todas las animaciones utilizando los dibujos originales del 
artista holandés para hacer una película “á la mode d*Escher”. Escher no co- 
nocía los gráficos por ordenador porque murió en 1972, antes de que esta tec- 
nología se generalizara. 

También se han organizado conferencias y exposiciones con la coopera- 
ción de matemáticos, científicos y artistas. Una conferencia internacional, 
“M.C. Escher: Arte y Ciencia” se celebró en Roma en 1985 [3], y en 1998 la 
conferencia del Centenario de Escher en Roma y Ravello se centró en los as- 
pectos visuales, matemáticos y artísticos de su obra. 


El artista gráfico M. C. Escher (1898-1972) 


e 


Maurits Cornelis Escher nació en 1898. Su historia es bastante inusual: 
durante mucho tiempo, su obra fue casi completamente desconocida y no apre- 
ciada. Durante los 20 años que pasó en Italia, sólo tuvo un puñado de exposi- 
ciones. Sin embargo, en cierto momento de la década de 1960, su fama co- 
menzó a crecer, especialmente entre los científicos, matemáticos, físicos y cris- 
talógrafos. La historia de la relación de Escher con los científicos (en particular 
con los matemáticos) es muy interesante para comprender cómo pensaba el 
artista holandés de su obra. La primera gran exposición de su obra tuvo lugar 
durante el Congreso Internacional de Matemáticos en Ámsterdam en 1954. 
Este espectáculo, además de presentar el trabajo de Escher a los matemáticos, 
también le dio la oportunidad de conocer a H.S.M. (Donald) Coxeter y Roger 
Penrose, con quienes desarrolló largas y fructíferas relaciones. 

En la introducción del catálogo de la exposición de 1954, el matemático 
N.G. de Brujin escribió que no sólo le interesaban los patrones geométricos de 
Escher, sino que también le fascinaba encontrar la misma imaginación que en 
el trabajo de las matemáticas, y que para muchos estudiosos representaba la 
parte más interesante de su trabajo. De Brujin agregó que los participantes del 
congreso se sorprenderían al reconocer sus ideas expresadas de una manera tan 
diferente a la habitual. Obviamente, incluso entonces, los matemáticos eran 
conscientes del hecho de que Escher no era un mero ilustrador de ideas cientí- 
ficas y matemáticas, sino que expresaba algo a un nivel más profundo de una 
manera inusual. 

Escher se definió a sí mismo, y no de forma irrazonable, como un artista 
gráfico. En su discurso de aceptación al recibir el Premio de Cultura de la ciu- 
dad de Hilversum en 1965, explicó: 


Si no me equivoco, las palabras “arte” y “artista” no existían antes o du- 
rante el Renacimiento: sólo había arquitectos, escultores y pintores que 
practicaban un oficio. 

El grabado es otra de estas artesanías honestas, y considero un privile- 
gio ser miembro del Gremio de Artistas Gráficos. Cortar con una gubia, gra- 
bar con un buril en un bloque de madera pulida absolutamente lisa no es 
algo de lo que uno se pueda enorgullecer, es simplemente un buen trabajo. 
Sólo que a medida que uno envejece, es más lento y más difícil, y las astillas 
ya no vuelan por la sala de trabajo tan alocadamente como antes. 

Por lo tanto, soy un artista gráfico con alma y corazón, aunque el tér- 
mino “artista” me parece bastante embarazoso. [1, p. 125] y [7, p. 22] 


El acontecimiento fundamental de su vida, dijo Escher, fue en 1938, 
cuando la familia Escher dejó Italia después de una larga estancia. “En Suiza, 
Bélgica y Holanda... El aspecto exterior del paisaje y de la arquitectura me 
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pareció menos llamativo que los que se ven sobre todo en el sur de Italia. Así 
me sentí obligado a retirarme de la ilustración más o menos directa y realista 
de mi entorno. Sin duda, esta circunstancia fue en gran medida la responsable 
de que mis visiones internas se hicieran realidad”. [8, p. 7] 

Todas sus obras ilustradas en su primer libro The Graphic Work of M.C. 
Escher, excepto las siete primeras, se hicieron con la idea de comunicar un 
detalle de estas visiones interiores. “Las ideas que son básicas para ellos a me- 
nudo dan testimonio de mi asombro y admiración por las leyes de la naturaleza 
que operan en el mundo que nos rodea. El que se pregunta descubre que esto 
es en sí mismo una maravilla. Al enfrentarme a los enigmas que nos rodean, y 
al considerar y analizar las observaciones que había hecho, terminé en el 
campo de las matemáticas. Aunque no tengo absolutamente ningún entrena- 
miento o conocimiento en las ciencias exactas, a menudo parezco tener más en 
común con los matemáticos que con mis compañeros artistas”. Estos dos últi- 
mos comentarios de Escher resumen perfectamente la relación que el artista 
estableció con la comunidad científica. Que el propio Escher considerara a los 
científicos como su público privilegiado está fuera de toda duda. 

Escher murió en 1972 y, por lo tanto, nunca tuvo la oportunidad de pre- 
senciar el auge de la popularidad que han experimentado sus xilografías y li- 
tografías. Hoy en día, su trabajo es conocido en todo el mundo por todos, desde 
diseñadores a expertos en infografía, desde científicos a psicoanalistas, desde 
estudiantes a arquitectos. El artista Escher goza de un enorme y duradero re- 
conocimiento popular con escasa consideración por parte de los historiadores 
del arte. 


Escher: el vídeo 


El título del primer libro que contiene las obras recopiladas de Escher, The 
World of M.C. Escher [10], es muy apropiado. Escher creó su propio mundo 
de imágenes meticulosamente construidas, un mundo mágico a la vez fantás- 
tico e imaginativo pero también realista, coherente y distante, observado con 
un ojo aparentemente falto de emoción. Escher era un artista de pequeños de- 
talles, pequeños elementos que crean inestabilidad y perturban la aparente 
calma del conjunto. Al respecto, el matemático C.R. Bruter escribió que el ojo 
crea imágenes locales que, poco a poco, se proyectan en un receptáculo común 
y que probablemente se reproducen varios millones de veces. La construcción 
de estos mapas individuales, definidos por las trayectorias trazadas por los mo- 
vimientos oculares del espectador, permite construir una imagen del espacio 
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circundante estable y bien ordenada. Los dibujos de Escher sólo parecen ex- 
traños, ya que cada imagen individual representa fielmente la realidad. [2, p. 
222] 

Esta es la primera razón para utilizar una cámara de cine para examinar la 
obra de Escher: la técnica cinematográfica nos permite, en primer lugar, con- 
centrar la atención en lo que el cineasta quiere que veamos. La película nos 
obliga a mirar el mundo de Escher como si fuéramos parte de él. No nos dis- 
traemos por nada más. La segunda razón es que la técnica de dibujo de Escher 
es muy precisa y detallada. La técnica cinematográfica nos permite tanto aislar 
estos pequeños detalles como ampliarlos muchas veces para apreciar la preci- 
sión del método del artista. Otro elemento importante en el uso de la película 
es el hecho de que una película obliga a aquellos que la miran a ver las cosas 
que pasan rápidamente en la pantalla en un orden definido. Muchas de las obras 
de Escher son como una historia que se desarrolla y debe ser observada en la 
secuencia sugerida por el propio Escher. De esta manera, la cámara de cine 
permite un análisis muy preciso de las obras de Escher. 

El propio Escher sugirió el uso de la técnica cinematográfica. En su libro 
The Regular Division of the Plane escribió: 


En este libro son las imágenes y no las palabras lo primero... Para mí queda 
abierta la cuestión de si el juego de figuras blancas y negras como se muestra 
en las seis xilografías de este libro pertenece al campo de las matemáticas o 
al del arte... [1, p. 155] y [7, p. 92] 

...la primera xilografía... muestra claramente que una sucesión de figu- 
ras que cambian gradualmente puede resultar en la creación de una historia 
en imágenes. De manera similar, los artistas de la Edad Media representa- 
ron la vida de los santos en una serie de cuadros estáticos... Se esperaba que 
el observador viera cada etapa en secuencia. La serie de representaciones 
estáticas adquirió un carácter dinámico debido al espacio de tiempo nece- 
sario para seguir toda la historia. La proyección cinematográfica contrasta 
con esto. Las imágenes aparecen, una tras otra, en una pantalla fija y el ojo 
del observador permanece fijo e inmóvil. Tanto en la historia pictórica me- 
dieval como en el patrón de desarrollo de una división regular del plano, las 
imágenes van de la mano y el factor tiempo se desplaza hacia el movimiento 
que realiza el ojo del observador al seguir la secuencia de imagen en imagen. 
[1, p. 158] y [7, p. 98] 


Un ejemplo muy significativo de “una sucesión de figuras que van cam- 
biando poco a poco”, que resume los diversos aspectos señalados por Escher, 
está dado por sus láminas Metamorfosis. En particular, su Metamorphose 1 
me pareció una secuencia cinematográfica perfecta. He utilizado la animación 
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de esta obra como la secuencia final del vídeo. En su sección titulada “Meta- 
morfosis” en División Regular del Plano, Escher describe una de las secuen- 
cias de imágenes de esta obra de la siguiente manera: 


Primero se unen las siluetas de los insectos negros; en el momento en que se 
tocan, su fondo blanco se ha convertido en la forma de un pez. Luego las 
figuras y el fondo cambian de lugar y se pueden ver peces blancos nadando 
sobre un fondo negro [A]. La sucesión de figuras con varias metamorfosis 
adquiere un carácter dinámico. Arriba señalé la diferencia entre una serie 
de imágenes cinematográficas proyectadas en una pantalla y la serie de fi- 
guras en la división regular de plano. Aunque en estos últimos las cifras se 
muestran todas a la vez, una al lado de la otra, en ambos casos el factor 
tiempo juega un papel importante. [1, p. 170] y [7, p. 120] 


En 1964 Escher visitó a su hijo George en Canadá. Había sido invitado por 
varias organizaciones en los Estados Unidos, incluyendo el Massachusetts Ins- 
titute of Technology y Bell Laboratories, para dar presentaciones sobre su tra- 
bajo. Poco después de llegar a Canadá, Escher tuvo que ser internada en el 
hospital Saint Michael”s de Toronto para una operación de emergencia. Todos 
los compromisos de intervención tuvieron que ser cancelados, y Escher nunca 
más tuvo la oportunidad de dar sus conferencias cuidadosamente preparadas. 
De su habitual meticulosidad, había escrito el texto completo en inglés de sus 
conferencias y estos textos se han conservado. Se publicaron en 1989 en Es- 
cher on Escher: Exploring the Infinite [7]. El capítulo titulado “Las conferen- 
cias que nunca se dieron” contiene esta conferencia. (Debemos tener en cuenta 
que la conferencia fue dada, pero no por Escher. Las notas y las diapositivas 
de la conferencia fueron enviadas a Arthur Loeb en Harvard, quien dio la con- 
ferencia en el Ledgemont Laboratory en Lexington, Massachusetts en ausencia 
de Escher.) La parte final de esta conferencia estuvo dedicada a Metamorphose 
11 (en [11] se puede encontrar una gran reproducción continua de esta obra). 


Propongo terminar esta charla mostrándoles una tira de xilografía con una 
longitud de trece pies. Es demasiado largo para mostrarlo en una o incluso 
en dos diapositivas, así que lo fotografié en seis partes, que puedo presentar 
en tres pares sucesivos y que están invitados a ver como si se tratara de una 
hoja de papel ininterrumpida. 

Es una historia en imágenes que consiste en muchas etapas sucesivas de 
transformación. La palabra “metamorfosear” en sí misma sirve como punto 
de partida. Colocadas horizontal y verticalmente en el plano, con las letras 
O y M como puntos de intersección, las palabras se transforman gradual- 
mente en un mosaico de cuadrados en blanco y negro que, a Su vez, se con- 
vierten en reptiles. Si se permite una comparación con la música, se podría 
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decir que, hasta este punto, la melodía estaba escrita a dos cuartos de com- 
pás. 

Ahora el ritmo cambia: se añaden elementos azules al blanco y al negro, 
y se convierte en una medida de tres cuartos. Cada figura se simplifica en un 
hexágono regular. En este punto se produce una asociación de ideas: los 
hexágonos recuerdan a las celdas de un panal, y tan pronto como ha ocu- 
rrido este pensamiento, una larva de abeja comienza a agitarse en cada 
celda. En un instante cada larva adulta se ha convertido en una abeja ma- 
dura, y pronto estos insectos vuelan al espacio. 

La vida de mis abejas es corta, ya que sus siluetas negras pronto se fu- 
sionan para cumplir otra función, a saber, proporcionar un fondo para los 
peces blancos. Estos también, a su vez, se fusionan entre sí, y los espacios 
entre ellos toman la forma de pájaros negros. Luego, a lo lejos, sobre un 
fondo blanco, aparecen pequeñas siluetas de pájaros rojos. Aumentando 
constantemente de tamaño, sus contornos pronto tocan los de sus compañe- 
ros negros. Lo que queda del blanco también toma forma de pájaro, de modo 
que tres motivos de pájaro, cada uno con su forma y color específicos, ahora 
llenan completamente la superficie en un patrón rítmico. 

Una vez más, la simplificación sigue: cada pájaro se transforma en un 
rombo, y esto da lugar a una segunda asociación de ideas: un hexágono 
compuesto de tres rombos da un efecto plástico, apareciendo perspectiva- 
mente como un cubo. De cubo a casa es sólo un paso, y de las casas se cons- 
truye un pueblo. Es una pequeña ciudad típica del sur de Italia en el Medi- 
terráneo, con, como se ve comúnmente en la costa de Amalfi, una torre sa- 
rracena en el agua y unida a la orilla por un puente. [Es la ciudad de Atrani.] 

Ahora surge la tercera asociación de ideas: la ciudad y el mar se quedan 
atrás, y el interés se centra ahora en la torre: la torre: la torre y las otras 
piezas en un tablero de ajedrez. Mientras tanto, la tira de papel en la que se 
representa “Metamorfosis” ha crecido hasta alcanzar una longitud de unos 
tres metros. Es hora de terminar la historia, y esta oportunidad la ofrece el 
tablero de ajedrez, los cuadrados blancos y negros, que al principio surgie- 
ron de las letras y que ahora vuelven a la misma palabra “Metamorphose”. 

Muchas gracias por su atención. [1, pp. 48-53] 


Así termina la conferencia de Escher. 
Cuando estaba haciendo mi vídeo no conocía el texto de esta conferencia, 


pero mi idea era exactamente la que Escher describió, quizás aún más: no sólo 
una historia, sino lo que en el cine se llama un storyboard, una descripción 
precisa de la secuencia que se va a filmar, normalmente a través de dibujos y 
palabras. Así que utilicé la xilografía original de Escher como guión gráfico 
para hacer la animación de Metamorphose. Lo que Escher tenía que describir 
con palabras, porque era imposible con diapositivas mostrar continuamente la 
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cinta completa de la impresión a la audiencia, lo pude describir en la película 
sin palabras, usando sólo la animación para seguir las formas continuamente 
cambiantes en el grabado en madera, acompañado de música, ¡otra sugerencia 
del propio Escher! Parafraseando a Escher, podemos decir: En esta película 
son las imágenes y no las palabras lo primero. (Un breve extracto de este video 
está en el CD Rom.) 
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M.C. Escher, Metamorphose 1I, 1939-1940. Xilografía 


Por supuesto, la filmación no es sólo una forma de analizar la obra de 
Escher. Como señalé en mi ensayo “Movies on M.C. Escher and their Mathe- 
matical Appeal” [5], al filmar los grabados y los dibujos llegamos a algo 
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nuevo: las imágenes fluyen rápidamente; están en movimiento, no sólo estáti- 
camente una al lado de la otra. Hemos tomado las sugerencias de Escher y las 
hemos extendido a un mundo de Escher, o mejor dicho, a un mundo según 
Escher, que se mueve y cambia en el espacio tridimensional. El cine es ilusión, 
y la técnica de Escher sugiere que no sólo analicemos sino que reinventemos, 
partiendo de sus ideas. 

Una parte importante del arte de Escher es su increíble técnica gráfica. Para 
mostrar su habilidad, pasé una semana en el Geementemuseum de La Haya en 
Holanda para hacer cuidadosas fotos de las obras originales de Escher como 
parte del trabajo preparatorio para el video. Cuando usted hace una animación, 
necesita construir los dibujos para la animación cuadro por cuadro. ¡Claro que 
no puedes usar los dibujos originales de Escher y sus xilografías y cortarlos en 
pedazos! Así que después de hacer las fotos de los originales, los diseñadores 
expertos en animación usaron las fotos para hacer cientos de dibujos con el fin 
de subdividir las obras de Escher en pequeñas partes para volver a unirlas en 
la realización de la animación de la película. Así que se puede decir que la 
animación se hizo no sólo con las sugerencias escritas de Escher, ¡sino que las 
animaciones se hicieron “a la mode d*Escher”! Las colecciones de dibujos rea- 
lizados para producir las animaciones de la película son un interesante ejemplo 
de dibujos en los que se combinan geometría, diseño y cine. 


Un comentario final 


En los últimos años mi vídeo sobre Escher y otros de la serie “Arte y Ma- 
temáticas” ha sido distribuido y utilizado en escuelas, universidades, institu- 
ciones culturales y museos. Se han utilizado con fines educativos y culturales. 
Pero el vídeo de Escher también fue premiado como película. Esto ha confir- 
mado mi primera ambición: hacer una película que pueda ser vista por casi 
todo el mundo. Una película sobre matemáticas, arte y cultura, visualmente 
interesante y atractiva. Como debe ser cualquier película, ¡y las matemáticas 
también pueden serlo! 
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Estructuras orgánicas relacionadas con la obra de Co 
M.C. Escher > 


Tamas F. Farkas 


Escher como inspiración para la investigación 


M.C. Escher interpretó la estructura espacial tridimensional con la ayuda 
del mundo vivo: fauna, flora y figuras humanas. Sus formas espaciales se com- 
portan de una manera única: parecen realistas, pero no pueden ser construidas 
en el mundo real tridimensional. Este fenómeno visual, la ilusión en el plano, 
fue abordado desde diferentes puntos de vista por Escher. Al representar las 
estructuras espaciales, Escher utilizó el triángulo de Penrose y la banda de 
Moebius. Me he ocupado de representar estas formas “orgánicas” en el plano, 
definiendo reglas para la organización de las estructuras básicas. Diseñar y ex- 
perimentar con estas estructuras orgánicas se ha convertido en un campo espe- 
cialmente interesante para la investigación básica. 

Aquí presento los principios básicos que pueden ayudarle a reconocer y 
entender las diferentes áreas de mis investigaciones. He definido cinco campos 
principales de investigación que se cruzan con el arte y la ciencia. 


1. Configuraciones estereoscópicas continuas. Estas son generalmente figu- 
ras prismáticas intersectadas por un cuadrado. Estos se encuentran en las 
impresiones de M.C. Escher Moebius Strip I [1, cat. no. 298] y Moebius 
Strip 1 (página 101), y Waterfall (página91). 

2. Relaciones visuales y lógicas entre configuraciones estereoscópicas; orga- 
nización de sistemas modulares en figuras adyacentes. Ejemplos de ello 
son las impresiones de M.C. Escher Stars [1, cat. no. 359] y Belvedere 
(página 170) 

3. Organizaciones visuales y lógicas de formaciones estereoscópicas normal- 
mente creadas a partir de cubos o unidades prismáticas cortas como en el 
Ciclo de impresión de M.C. Escher (página 77) 

4. Organización de figuras estereoscópicas en sistemas similares a las esca- 
leras como en la obra de M.C. Escher Ascending and Descending (página 
23). 
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5. Planos y formaciones estereoscópicas que se repiten simétricamente y lle- 
nan el plano y el espacio. (Estas configuraciones pueden multiplicarse en 
todas las direcciones del espacio, llenando la superficie en consecuencia.) 
La impresión de M.C. Escher Metamorphose 1I (página 183) es un ejem- 
plo. 


Mi Arte Espacial 


Desde 1972 me he dedicado a investigar y hacer presentaciones artísticas 
de extrañas configuraciones estereoscópicas. Hasta la fecha, he diseñado alre- 
dedor de 1.500-2.000 formas imposibles. 
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Fig. 1. Tamas F. Farkas. Izquierda: Celtic XII, 1996. Cierto: Celtic VIII, 1996. Gráficos 
sobre papel 


La dirección principal de esta investigación es el desarrollo de las llamadas 
configuraciones estereoscópicas continuas de tipo 1. Su característica principal 
es que una, dos o tres líneas forman la estructura. La línea describe una trayec- 
toria espacial recursiva en el plano. El prisma rectangular parece real, y nor- 
malmente se mueve en todas las direcciones del espacio dado, en pasos de 90". 
El espectador puede comprender el movimiento de la estructura espacial en la 
serie de imágenes Celtic XII 96 (Fig. 1, izquierda). Las formas se suceden ju- 
guetonamente por debajo y por encima. Reglas similares describen la estruc- 
tura de Celtic VIII 96 (Fig. 1, derecha, y placa de color 28), donde una estruc- 
tura estelar se convierte en una formación espacial continua. Aquí la corriente 


— 187 — 


es también auto-recurrente. En algunos lugares dentro del formulario, las con- 
figuraciones se cubren mutuamente en secciones cortas, pero no se cruzan ni 
se unen entre sí. Muchos de ellos están organizados en una cuadrícula hexago- 
nal, mientras que otros siguen una red triangular o rectangular. 

En obras de tipo 2, las configuraciones estereoscópicas divergen, se cruzan 
y conectan entre sí. Las caras laterales aparecen simultáneamente; normal- 
mente los cubos o partes prismáticas se conectan entre sí, creando una figura 
imposible. Aparecen en una red hexagonal, pero también existen en redes 
triangulares o rectangulares. Si partimos del centro de Atlantis VI 86 (Fig. 2, 
izquierda), percibimos el espacio en todas las direcciones. La unión de la for- 
mación cúbica no es real, y por eso descubrimos seis proyecciones de ella. El 
efecto de Magical Space 86 (Fig. 2 derecha) es como girar un marco de una 
vista a otra. 


Fig. 2. Tamas F. Farkas. Izquierda: Atlantis VI, 1986. Derecha: Magical Space, 1986. 
Oleo sobre lienzo 

Configuraciones estereoscópicas, cubos y prismas crean un sistema unifi- 
cado al tocarse o fusionarse entre sí en obras de tipo 3. La base de las estruc- 
turas que se originan de esta manera se determina con una espiral o círculo 
especial. 

La espiral puede tener uno, dos, tres o incluso seis brazos. En estas obras 
se pueden descubrir varias caras laterales a la vez. Los cubos se comprimen de 
una manera especial en Crystal-M 18/86 (Fig. 3, izquierda), creando una for- 
mación tridimensional irreal, a medida que crecen unos de otros. Aquí, uno 
puede descubrir seis vistas frontales, o una pista en espiral de una construcción 
cristalina. 
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Fig. 3. Tamas F. Farkas. Izquierda: Crystal- 
sobre lienzo 


M 18, 1986. Cierto: Pyramid, 1997. Óleo 


Las figuras de escalera más complejas suelen organizarse en un solo sis- 
tema en las obras de tipo 4. Podemos dar la vuelta en las escaleras de estas 
configuraciones estereoscópicas, o avanzar hacia el centro. Pyramid 97 (Fig. 
3, derecha, y la placa de color 29) contiene tres triángulos Penrose que se com- 


binan con una construcción de escalera 
la estructura, no sentimos su irrealidad 


imposible. Si rodeamos el exterior de 
- parece una forma “edificable”, pero 


tratar de llegar al centro proporciona la decepción de la realidad tridimensional. 
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g. 4. Tamas F. Farkas, Dynamic Pattern 
1990. Oleo sobre lienzo 


En obras de tipo 5, encontramos repetición de configuraciones planas o 


estereoscópicas en la superficie. Las fig 
forma que estén equidistantes entre sí. 


uras planas se sitúan generalmente de 
Una forma puede repetirse, o tres de 
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ellas pueden crear un sistema básico en el que las formas se atraviesan entre 
sí. Las figuras estereoscópicas son capaces de causar efectos similares. El sis- 
tema puede continuar en todas las direcciones para rellenar un plano bidimen- 
sional de forma regular y simétrica. Por lo tanto, el sistema es continuo y am- 
pliable hasta el infinito. La forma de las figuras puede variar varias veces, por 
lo que podemos descubrir una, dos o tres formas dentro de un mismo sistema. 
El Dynamic Pattern II 90 (Fig. 4) puede “leerse” de muchas maneras. 

Debemos un profundo agradecimiento a M.C. Escher por abrir la puerta a 
un mundo extremadamente excitante y variado, y por ampliar las fronteras de 
la percepción visual con su obra. 

Las obras que se muestran aquí, junto con muchas más, se muestran en 
color en el CD Rom. 
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Ampliación de los azulejos y baldosas de motivos Co 
reconocibles de Escher a las baldosas de soluciones > 
múltiples y a las baldosas fractales 


Robert Fathauer 


El embaldosado del plano es un tema que preocupó a M.C. Escher durante 
casi toda su carrera como artista, a partir de 1920. Le interesaban especial- 
mente los revestimientos en los que los mosaicos individuales eran motivos 
reconocibles, y llevaba un cuaderno en el que enumeraba más de 130 ejemplos 
de este tipo de diseño [9], muchos de los cuales se incorporaban en xilografías 
o litografías acabadas. Ejemplos notables incluyen Day and Night (1938), Rep- 
tiles (1943), Magic Mirror (1946), Circle Limit IV (1960), también conocido 
como “Heaven and Hell” (Cielo e Infierno), y las impresiones de Meta- 
morphose de 1937-1968. 

De los ejemplos numerados de Escher, todos menos el último son azulejos 
isoédricos. Esto significa que una operación de simetría que mapea una baldosa 
sobre otra congruente también mapea toda la baldosa sobre sí misma. El único 
diseño no isoédrico de Escher, realizado en 1971, se basaba en un rompecabe- 
zas de madera que le regaló el físico teórico Roger Penrose [9, pp. 318-319]. 
Los azulejos de Penrose y Escher se obtuvieron modificando los bordes de un 
rombo de 60%/120”. Los cuatro bordes del rombo fueron sustituidos por la 
misma curva poligonal, pero en cuatro aspectos diferentes, relacionados entre 
sí por rotaciones y reflejos de deslizamiento. 

Otro tema que intrigó a Escher fue la representación del infinito en una 
impresión finita. Todos los ejemplos numerados de Escher de azulejos con mo- 
tivos reconocibles pueden continuar hasta el infinito; es decir, embaldosan el 
plano infinito euclidiano. Algunas de las impresiones terminadas de Escher 
representan baldosas que disminuyen a un tamaño infinitesimalmente pe- 
queño, por ejemplo, Square Limit (1964), Smaller and Smaller (1956), Path of 
Life 1 (1958), y Path of Life II (1958) (véanse las páginas 283, 82, y [3, cat. 
nos. 424,425]). Otros grabados de esta clase emplean geometría hiperbólica, 
donde el plano infinito se representa en un círculo finito. Sus cuatro impresio- 
nes Circle Limit de 1958-1960 pertenecen a esta clase (véase el artículo de 
Douglas Dunham, pág. 358). Aunque el concepto de fractales como tales no 
era conocido por Escher, estas impresiones poseen una característica de los 
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fractales: exhiben una autosimilaridad en diferentes escalas, cerca del borde de 
los círculos. 

Dos avances matemáticos que tuvieron lugar en la década de los 70 tienen 
aplicaciones interesantes para el teselado. Como Escher murió en 1972, no 
pudo emplearlos en su trabajo. La primera es el descubrimiento por Roger Pen- 
rose de un conjunto de dos piezas que pueden embaldosar el plano de infinitas 
maneras, ninguna de las cuales es periódica [6]. El segundo es el desarrollo y 
formalización de la geometría fractal, en gran parte por Benoit Mandelbrot [7]. 
En este artículo, mostraré nuevos recubrimientos similares a los de Escher uti- 
lizando tanto baldosas Penrose como fractales. 


Revestimientos de motivos reconocibles a base de Penrose y 
baldosas relacionadas 


Hay tres versiones de los recubrimientos de Penrose. El primero, conocido 
como Pl, contiene seis baldosas diferentes [6], Penrose más tarde logró reducir 
el número de baldosas a dos. En el conjunto P2, estas dos fichas se denominan 
comúnmente “cometas” y “dardos”, mientras que en el conjunto P3, las fichas 
toman la forma de dos rombos. En los tres conjuntos, las marcas o distorsiones 
de los bordes son necesarias para indicar las reglas de correspondencia que 
obligan a que los teselados a partir de los conjuntos no sean periódicos. Los 
azulejos formados por los tres conjuntos se caracterizan por regiones de sime- 
tría rotacional local quíntuple. 

Penrose conocía a Escher, por lo que era casi inevitable que Penrose pro- 
bara su mano en una baldosa de motivos reconocibles basada en sus baldosas 
no periódicas. Utilizó la versión P2 de las cometas y dardos de los azulejos, y 
los convirtió en pollos gordos y flacos [5], también he utilizado las cometas y 
los dardos como base para un motivo reconocible, haciendo una combinación 
de ave Fénix a partir de los azulejos de los dardos y una combinación de es- 
corpión y serpiente de escorpión y diamante a partir de los azulejos de la co- 
meta (Fig. 1; se puede ver una impresión a color basada en estos azulejos en el 
CD ROM). Tenga en cuenta que hay bordes cortos y bordes largos en los azu- 
lejos cometas y dardos, cada longitud aparece cuatro veces. Estas dos longitu- 
des de bordes se modifican independientemente para crear motivos reconoci- 
bles. 

Hay varias características que creo que debe poseer un motivo reconocible 
para que sea lo más agradable posible desde el punto de vista estético. Escher 
toca algunos de ellos en sus escritos. Estos son: 
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(a) 


Fig. 1. (a) Modificación de las cometas y dardos de Penrose para formar escorpión, ser- 
piente de cascabel y baldosas de ave Fénix, (b) Una porción de una baldosa basada en 
estas baldosas 

a) Las diferentes baldosas deben orientarse de manera que tengan sentido. 
Por ejemplo, si una de las baldosas es la vista de una criatura desde arriba, 
entonces otras baldosas en el azulejo también deben ser vistas desde arriba. Si 
se representan vistas laterales, entonces la gravedad debe estar en la misma 
dirección para todas las baldosas. 

b) Los motivos de las distintas baldosas deben ser complementarios. Por 
ejemplo, diferentes tipos de vida marina, o posiblemente opuestos como ánge- 
les y demonios. 

(c) Las diferentes baldosas deben ser escaladas proporcionalmente. Es de- 
cir, si un azulejo se compone de un azulejo que representa un caballo y otro un 
hombre, entonces los dos deben ser relacionados en tamaño de una manera 
similar a los caballos y hombres reales. 

Observe que las fichas de escorpión y serpiente de cascabel en la Fig. 1 
violan la tercera regla, ya que un escorpión real es más pequeño que una ser- 
piente de cascabel. El teselado de pollos de Penrose tampoco es completamente 
satisfactorio, ya que los pollos se muestran de lado, pero la gravedad apunta 
en diferentes direcciones para diferentes pollos. La violación de las reglas an- 
teriores hace que los recubrimientos cerámicos parezcan menos naturales, no 
una extensión de la naturaleza. El trabajo de Escher se ajusta en su mayor parte 
a estas reglas, pero hay algunas excepciones. Estos incluyen su dibujo número 
72 ([9], p. 174), en el que los peces parecen tener un tamaño comparable al de 
los barcos, y su dibujo número 76 ([9], p. 177), en el que las aves parecen tener 
un tamaño comparable al de los caballos. 
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Una de las áreas que Escher no exploró fue el diseño de azulejos con mo- 
tivos reconocibles que se podían ensamblar de diferentes maneras. Los azule- 
jos de Penrose no son los únicos azulejos que caen en esta categoría (ver, por 
ejemplo, los primeros trabajos relacionados de Bgggild [2]), pero proporcionan 
un punto de partida conveniente para tales exploraciones. A partir de las pro- 
pias baldosas Penrose, examiné reglas de concordancia alternativas para el 
rombo Penrose P3, que tiene ángulos de 72%/108* y 36%/144”. En este caso, un 
solo segmento de línea se produce ocho veces como borde de las baldosas, 
como se muestra en la Fig. 2, donde una muesca en la línea indica la orienta- 
ción. Cuando se montan las baldosas, las muescas deben encajar entre sí. 


(a) (b) tc) (1d) 
Fig. 2. Cuatro juegos de reglas de ajuste para los rombos con ángulos de 36%/144* y 
722/108*. (a) Un par que tesela sólo periódicamente (excepto variaciones triviales), (b) 
Un par que tesela sólo de forma no periódica (el conjunto Penrose P3). (c) Un par de 
baldosas tanto periódicas como no periódicas; se utilizan para los “calamares” y las “ra- 
yas”. (d) Un par que no contiene azulejos o baldosas en absoluto 


Fig. 3. Dos embaldosados construidos con baldosas de “calamares” y “rayas”. El iz- 
quierdo es periódico, mientras que el derecho, con simetría rotacional quíntuple, es no 
periódico. 

Si se examina un solo rombo, permitiendo sólo rotaciones de bordes den- 
tados, se encuentran 16 combinaciones de bordes, de los cuales 10 producen 
azulejos distintos. Hay entonces 10 x 10 = 100 pares distintos de rombos con 
bordes dentados. Si además se permite la reflexión de deslizamiento de los 
bordes, hay 4? = 65.536 combinaciones, no todas las cuales producen pares de 
baldosas distintos, por supuesto. Cuatro de estos pares de fichas se muestran 
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en la Fig. 2; un par es el conjunto Penrose P3. Otro de estos pares se utilizó 
para crear un conjunto de azulejos que yo llamo “calamares” y “rayas”. En la 
Fig. 3 se muestran dos embaldosados construidos con este conjunto. Obsérvese 
que las baldosas de calamar y de raya cumplen los tres criterios enumerados 
en las letras (a) - (c). 

Además de las baldosas Penrose, con su característica simetría rotacional 
quíntuple (n = 5), se pueden construir conjuntos análogos de baldosas rómbicas 
para otros valores de x [11]. También he explorado las reglas de empareja- 
miento y los azulejos de motivos reconocibles para 77 =7 y n= 12. En la Fig. 
4 se muestran los rombos para n = 1, junto con las baldosas con motivos de 
insectos basadas en ellos. El mismo segmento de línea aparece doce veces 
como un borde en estas tres baldosas. En la Fig. 5 se muestran los rombos para 
n=12, junto con dos fichas con motivos de reptiles para cada rombo. El mismo 
segmento de línea aparece 24 veces como un borde en estas seis baldosas. En 
la Fig. 6 se muestran dos recubrimientos construidos a partir de estas baldosas. 


Hg 
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Fig. 4. Azulejos derombos einsec- Fig. 5. Azulejos de rombos y reptiles para n 
tos para n=" análogos a los azulejos  =12 análogos a los azulejos de Penrose. De 
de Penrose. De arriba abajo, los azu- arriba a abajo a la izquierda, los azulejos re- 


lejos representan un escarabajo, una presentan dos renacuajos, una serpiente, un 
polilla y un abejorro. Los ángulos de monstruo de Gila, un lagarto, una rana y un 
los rombos son aproximadamente sapo. Los ángulos de los rombos son 
25,7%/154,3%, 51,4%/128,6* y  30%/150*, 60%/120* y 909/90". 
77,19/102,99. 

Un enfoque diferente para realizar recubrimientos con motivos reconoci- 
bles de múltiples soluciones es combinar creativamente los azulejos geométri- 
cos simples. Penrose modificó su conjunto P1 sustituyendo los segmentos de 
línea recta por arcos de círculos como una forma de hacer cumplir las reglas 
de emparejamiento [6], combinando estas baldosas de seis maneras diferentes 
y añadiendo detalles internos, se obtienen las baldosas que se muestran en la 
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Fig. 7. La placa de color 15 muestra una parte de uno de los muchos recubri- 
mientos posibles que se pueden construir con este conjunto de baldosas. Mien- 
tras que el recubrimiento de la plancha de color 15 no es periódico, este con- 
junto permite también recubrimientos periódicos. 


AY 
Fig. 6. Dos teselados periódicos que se pueden construir con las baldosas de la Fig. 5 


(b) 


Fig. 7. (a) Una porción de una versión curvilínea del conjunto Penrose Pl. (b) Seis teselas 
construidas de este conjunto: una mariposa, una oruga, una mariquita, una flor, una sola 
hoja y un grupo de tres hojas. 

Cabe destacar que John Osborn ha realizado de forma independiente tra- 
bajos relacionados con revestimientos de motivos reconocibles con múltiples 
soluciones [8], ha utilizado azulejos Penrose y otros rombos como plantillas. 
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Los pollos de Penrose, dos diseños de Osborn y varios de los diseños del autor 
han sido producidos comercialmente como rompecabezas. ' 


Teselas con motivos reconocibles basados en fractales 


El reconocimiento de los fractales como una rama distinta de la geometría 
fue significativo por varias razones. Condujo a una nueva forma de ver el 
mundo que nos rodea, en la que se ha reconocido y caracterizado la naturaleza 
fractal de las costas, las ramas de los árboles y otros objetos. Además, el con- 
junto Mandelbrot y las “bestias” matemáticas relacionadas han revelado cons- 
trucciones visualmente intrigantes [7]. Éstos se crean por iteración, que es el 
cálculo repetitivo de una fórmula hasta que converge en un resultado. Si bien 
Escher construyó algún personaje fractal en sus grabados, carecía de la perspi- 
cacia y el vocabulario proporcionados por la obra de Mandelbrot. 

Para aclarar los grados y las formas en que los fractales pueden emplearse 
en recubrimientos de motivos reconocibles, me gustaría agruparlos en cuatro 
categorías. El término “tesela delimitada”, tal como se utiliza aquí, se refiere a 
un azulejo que está totalmente contenido en un área finita por medio de los 
motivos que se hacen infinitesimalmente pequeños en el límite, mientras que 
una “tesela ilimitada” cubriría el plano infinito euclidiano. Una “singularidad” 
es un punto en el que los motivos se vuelven infinitesimalmente pequeños, de 
modo que cualquier área finita que contenga ese punto contiene un número 
infinito de baldosas. Por último, una tesela “auto-replicante” es aquella que se 
puede subdividir en réplicas exactas más pequeñas de sí misma. Las cuatro 
categorías son: 


(1) Teselado con baldosas no fractales y límite no fractal. 

(2) Teselado con baldosas no fractales y límite fractal. 

(3) Teselado ilimitados con baldosas fractales no autorreplicables. 
(4) Teselado ilimitados con baldosas fractales autorreplicables. 


Las xilografías de Escher Square Limit y Circle Limit son todas de tipo (1). 
La impresión de mi Bats and Owls (Fig. 8) también es de este tipo. Una distin- 
ción es que en Bats and Owls hay singularidades tanto en el interior de la bal- 
dosa como en el límite. Tenga en cuenta que el límite de este recubrimiento es 


10 Los diseños de Penrose han sido realizados como rompecabezas por la empresa in- 
glesa Pentaplex, los de Osborn por la estadounidense Damert y por él mismo, y los de 
Fathauer por la estadounidense Tessellations. 
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un octógono, pero no uno regular. La relación entre el lado largo del octógono 
y el lado corto es V2:1 (el octógono se puede obtener dividiendo un cuadrado 
en una cuadrícula de 4 x 4 de cuadrados iguales, luego cortando las diagonales 
de los cuatro cuadrados comer, dejando la mitad central de cada borde origi- 
nal). 


Fig. 8. (a) Teselas en las que se basa Bats and Owls, y su relación con los triángulos 
rectos, (b) Robert Fathauer, Bats and Owls, 1994. Serigrafía 


(b) 


Fig. 9. (a) Baldosa en la que se basa Seals, y su relación con un cuadrilátero, (b) Las 
primeras seis generaciones de baldosas cuadrilátero que comprenden una décima parte 
de la cuña total del recubrimiento. La rotación de este grupo nueve veces con un ángulo 
de 36” sobre el punto P produce el embaldosado completo, (c) Robert Fathauer, Seals, 
1993. Serigrafía 
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En la Fig. 9 se muestra un ejemplo de teselado delimitado de tipo (2) con 
baldosas no fractales y límite fractal. Una baldosa cuadrilátera sirve de base 
para el motivo del sello. 

El conjunto, que tiene una simetría rotacional de diez veces, está formado 
por un número infinito de generaciones de cuadriláteros sucesivamente más 
pequeños. El límite tiene cierta similitud con una sección transversal de una 
cabeza de coliflor, que a menudo se utiliza como ejemplo de una estructura 
fractal que ocurre en la naturaleza. No se puede ver en la escala que se muestra 
aquí, pero este recubrimiento en realidad falla al superponerse a las baldosas 
en la décima generación. Sin embargo, hay recubrimientos relacionados que 
no presentan solapamientos ni lagunas con un número infinito de iteraciones 
[4]. Otro ejemplo de una impresión basada en un azulejo de tipo (2), con un 
motivo de pez, se encuentra en el CD Rom. 


| Ey FE 


y 1 | blah 


(a) 


0) | A 
Fig. 10. (a) Los pasos primero, segundo, tercero y séptimo para generar un recubrimiento 
fractal infinito desde un rectángulo con una relación de lado a lado de 13:1. (b) Azulejo 
en el que se basa Fractal Serpents, y su relación con uno de los azulejos rectangulares de 
la letra (a). Haciendo las dos muescas triangulares largas en la parte superior e inferior 
del rectángulo (figura central) se crean automáticamente las protuberancias triangulares 
más pequeñas en los lados como consecuencia de la construcción fractal. Esto hace que 
cada azulejo individual sea un objeto fractal 


En las Figs. 10 y 11 se muestran dos ejemplos de teselados ilimitados de 
tipo (3) con baldosas fractales. Ambos diseños tienen singularidades distribui- 
das a lo largo de la baldosa, y ambos recubrimientos, si se expanden, cubrirían 
el infinito plano euclídeo. En la Fig. 10 se utiliza un rectángulo de “raíz de 
tres” (con una relación entre el lado largo y el lado corto de V3:1) para formar 
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un recubrimiento fractal por subdivisión repetida. Con un número infinito de 
subdivisiones, el teselado posee un nivel de detalle infinito y, por lo tanto, 
puede ampliarse para llenar el plano euclidiano sin perder detalle. La distorsión 
más simple de este rectángulo, al eliminar las muescas triangulares de los bor- 
des superior e inferior, conduce automáticamente a un número infinito de pro- 
tuberancias triangulares en los bordes laterales como consecuencia de la cons- 
trucción del recubrimiento. La placa de color 16 muestra un azulejo construido 
con la teja en forma de serpiente de la Fig. 10. 

La geometría de la Fig. 11 está estrechamente relacionada con la de la Fig. 
10. En este caso, sin embargo, una cruz se replica y se reduce en tamaño para 
llenar un área cuadrada. Sólo en el límite, después de un número infinito de 
pasos, se llena completamente el cuadrado. Una vez más, como hay un nivel 
infinito de detalle, las cruces pueden entonces expandirse para llenar el plano 
euclidiano. Para formar un azulejo con motivos reconocibles, la cruz se susti- 
tuye por un grupo de cuatro máscaras primitivas. Tenga en cuenta que cada 
máscara es un objeto fractal, con un número infinito de protuberancias redon- 
deadas en los lados de cada máscara que resultan de hacer una sola muesca 
redondeada en la parte superior de cada máscara. 

En la Fig. 12 se muestra un ejemplo de teselado fractal del tipo (4). La 
baldosa se genera iterativamente según un algoritmo descrito en la literatura 
matemática [1], [10]. Con cada iteración, la última forma se refleja sobre un 
eje vertical y se replica ocho veces, y estas nueve formas se colocan en un 
arreglo particular. Después de un número infinito de iteraciones, se obtiene una 
baldosa fractal que se auto-replica. Es decir, el azulejo puede subdividirse en 
nueve réplicas más pequeñas de sí mismo que se reflejan, o 92 réplicas aún 
más pequeñas de sí mismo que no se reflejan, o incluso 93 réplicas más peque- 
ñas de sí mismo que se reflejan, y así sucesivamente. 

Las categorías (3) y (4) podrían no haber sido del todo satisfactorias para 
Escher, cuya motivación para explorar los recubrimientos de tipo fractal fue la 
de contener completamente un revestimiento infinito en un área finita. Sin em- 
bargo, seguramente habría disfrutado de la complejidad y de las fascinantes 
formas que se encuentran en los azulejos fractales, así como de la nueva forma 
de ver la naturaleza que ofrecen los fractales. Las cuatro categorías enumeradas 
anteriormente no son los únicos tipos posibles de teselados basados en fracta- 
les. Uno sólo puede especular sobre si son el tipo de recubrimientos que Escher 
podría haber hecho si hubiera tenido acceso al vocabulario de la geometría 
fractal. 
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Fig. 11. (a) La cruz inicial y los pasos primero, segundo y tercero para generar un recu- 
brimiento fractal infinito, (b) Motivo de máscara primitivo basado en la cruz en (a). Ha- 
cer una muesca redondeada en la parte superior de cada máscara crea automáticamente 
un número infinito de protuberancias redondeadas a lo largo de los lados de cada más- 
cara, (c) Robert Fathauer, Fractal Masks, 1995. Xilografía 
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Fig. 12. (a) El cuadrado inicial y las tres primeras iteraciones utilizadas para generar una 
baldosa fractal autorrepetible, (b) Una aproximación de la baldosa fractal después de 
cinco iteraciones, con detalles interiores añadidos para sugerir un motivo de dragón 

Mediante la explotación de nuevos descubrimientos matemáticos desco- 
nocidos para Escher podemos crear revestimientos de motivos reconocibles 
que se diferencian bastante de la obra de Escher. Esto es particularmente sig- 
nificativo debido a la minuciosidad con la que Escher exploró los aspectos del 
teselado que conocía. 
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Un Límite Circular en Piedra 


Helaman Ferguson con Claire Ferguson 


Conexión con Escher 


Desde su casa en el Instituto de Investigación de Ciencias Matemáticas 
(MSRD) en Berkeley, California, el Eightfold Way domina las montañas adya- 
centes a Grizzly Peak y San Francisco Bay. Es una forma tetraédrica pulida 
tallada en mármol blanco de Carrara, ahuecada en una columna serpentina ne- 
gra y centrada en un disco teselado de baldosas de piedra: el disco se subtitula 
Circle Limit 7 (Fig. 1). 


Fig. 1. Eightfold Way y su disco hiperbólico com- 
ponente de la plataforma, Circle Limit 7. Fotogra- 
fía tomada desde una ventana superior en el edifi- 
cio del MSRI 


Sería conveniente que en un volumen dedicado al Centenario de M.C. Es- 
cher dijera que mi Circle Limit 7, un teselado hiperbólico, estaba totalmente 
inspirado en la serie Circle Limit l, 11, 11, IV de Escher. Este no fue en absoluto 
el caso. Tanto Escher como yo respondimos estéticamente a las mismas mate- 
máticas. La matemática incluye la geometría del modelo de disco Poincare del 
plano hiperbólico desarrollado inicialmente por R. Fricke y F. Klein. Las fuen- 
tes de generación posterior fueron H.S.M. Coxeter para Escher y W. Thurston 
y J.H. Conway para mí. En este sentido, nuestro respectivo trabajo es un tanto 
irrelevante: son las matemáticas las que proporcionan las joyas que sólo espe- 
ran a que un artista coloque en una corona. Tanto Escher como yo estábamos 


— 204 — 


desarrollando ideas matemáticas básicas de la geometría de las transformacio- 
nes lineales fraccionarias. La idea maravillosa es que hay más triángulos en el 
espacio hiperbólico, y por lo tanto más simetrías, de hecho simetrías no con- 
mutativas multiplicadoras periódicas. Esto significa que hay más azulejos re- 
gulares posibles en la geometría hiperbólica. Sin embargo, al asignar el subtí- 
tulo Circle Limit 7 a la plataforma base de la escultura Eightfold Way, estoy 
definitivamente inspirado en los pintorescos títulos de Escher Circle Limit. 
Esto vino después del hecho, al igual que la comprensión de que quizás Circle 
Limit 7 es el primer círculo límite en piedra y el disco físico más grande de 
Poincare. 


Conceptos estéticos 


El nombre Eightfold Way surge de los notables senderos trazados por el 
patrón cincelado y recortado sobre el mármol pulido a mano. Este mismo pa- 
trón combinatorio persiste cuando se trazan las trayectorias de la base teselada 
de Circle Limit 7. Si el observador pasa su dedo a lo largo de cualquier surco 
o cresta, alternando giros a la izquierda y a la derecha en cada esquina, enton- 
ces en ocho pivotes regresará a su punto de partida. El nombre Circle Limit 7 
para la base bidimensional sobre la que se monta la escultura tridimensional 
no se eligió porque sea la séptima de una serie de impresiones limitadas en 
círculo (los nombres de Escher sólo numeraban el orden en el que realizaba 
sus impresiones), sino porque se trata de un recubrimiento hiperbólico de hep- 
tágonos regulares (polígonos de siete caras). 

El proceso creativo que liberó las ideas abstractas encerradas en esta anti- 
quísima piedra combina el análisis de la ciencia con la emoción del artista para 
producir una sinfonía de elegante contrapunto. La tracería gótica y los tesela- 
dos de la Alhambra se unen en esta obra. Como se mencionó anteriormente, 
Circle Limit 7 se inspiró en las mismas matemáticas de la geometría hiperbó- 
lica que inspiró a M.C. Escher cuando creó su serie Circle Limit de cuatro 
xilografías. En el vídeo de Michele Emmer [5], H.S.M. Coxeter habla de su 
interacción con Escher en esta serie de grabados. Escher ya había realizado 
varias impresiones en las que las figuras se repetían en una escala cada vez 
menor hacia el centro de la impresión. Hasta que vio el papel de Coxeter que 
representaba un mosaico hiperbólico de triángulos, Escher no había sido capaz 
de hacer una impresión en la que las figuras se repitieran hacia afuera, siempre 
disminuyendo de tamaño, hasta el borde del límite del círculo. Yo mismo no 
culpo a un dibujante, por muy talentoso que sea, por no descubrir la geometría 
no euclídea en el desarrollo de una xilografía. (Para las impresiones de Circle 
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Limit de Escher, vea los artículos en este libro de H.S.M. Coxeter, Douglas 
Dunham, y Victor Donnay; también vea [1,6-8,16]. 

La plataforma base de la Eightfold Way establece una conexión visual di- 
recta con las xilografías de límite circular de Escher. La imagen de la portada 
del libro de Marvin Greenberg [13] es la columna vertebral geométrica de Cir- 
cle Limit IV de Escher. Esto fue modelado en un teselado del plano hiperbólico 
por triángulos de 45”-459-90” que son emparejamientos de los triángulos de 
color alternado de 45*-45”-90* en la Fig. 7 del artículo por parte de Coxeter 
(2) — la figura que influyó de esa manera en Escher. Esta figura contiene la 
solución al problema de Escher de la repetición infinita que irradia hacia un 
círculo limitante y es la fuente matemática precisa de su serie Circle Limit. Las 
maravillosas xilografías de Escher llegaron después de su reconocimiento de 
la solución y de una cantidad impensable de trabajo minucioso. 

Un tema general reflejado en mi escultura Eightfold Way es que la topolo- 
gía tiene una geometría rígida subyacente y viceversa. La geometría rígida en 
este caso se expresa mediante los azulejos hiperbólicos de Circle Limit 7. Este 
tema de la topología geométrica ha surgido repetidamente en los últimos dos 
siglos en matemáticas, desde Euler hasta Poincare, Klein y Fricke. Reciente- 
mente el tema se ha desarrollado ampliamente en la obra de William Thurston 
y otros [17], Para más información sobre las matemáticas de la superficie cuár- 
tica de Hurwitz de Klein que inspiró esta escultura tridimensional y el disco 
hiperbólico bidimensional, ver el libro completo al que se hace referencia en 
[12]. Algunas de estas ideas se han desarrollado más en [10] y [11]. 


¿Precursores Hiperbólicos? 


Las pinturas de arena son una forma de arte budista tradicional. La versión 
de arena del mandala Eightfold Path involucra arcos de círculos en una dispo- 
sición de discos que sugiere una conexión con el disco hiperbólico (ver [14)). 
Hay espejos interesantes que he visto en el Instituto de Arte de Chicago donde 
la parte posterior de los espejos tiene arreglos de arcos de círculos de tipo hi- 
perbólico. Están hechos con arabescos de Dragón, la dinastía Eastern Zhou, el 
período de los estados en guerra o la dinastía Western Han a principios del 
siglo IT / MT a.C. Estos artefactos son regalos de la Fundación S. M. Nickerson. 
Una vez más, estas formas de arco de círculo sugieren construcciones de discos 
hiperbólicos. ¿Podrían tener orígenes en Eightfold Path? ¿Había visto Escher 
esas imágenes? ¿Tenía Poincare, para el caso? 
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Poniendo el Circle Limit en la Piedra 


A principios de 1992, Bob Osserman, codirector de MSRI, me insistió en 
la sugerencia de una plataforma de discos hiperbólicos para la escultura de 
mármol Eightfold Way que había sido encargada por MSRI. Lo hizo envián- 
dome por fax varias imágenes de Klein y Fricke. Dudé sólo porque esta carac- 
terística deseable excedería el presupuesto dado por el donante. Cuando Bob 
aseguró más fondos, cedí a su insistencia. 

Era importante especificar exactamente en forma de ordenador los bloques 
de azulejos hiperbólicos. En octubre de 19921, visitó el MSRI y trabajó con 
Silvio Levy en la finalización de los datos de las baldosas para su introducción 
en el sistema PC que controlaba el chorro de agua que tenía previsto utilizar 
para cortar las baldosas hiperbólicas. Había elaborado mi propio programa 
Mathematica para recubrir el disco Poincare con heptágonos regulares de 120%, 
pero estos programas no eran compatibles con PC. Silvio ya había pasado por 
algo parecido cuando generó una versión automática de Circle Limit 1 de Es- 
cher (ver [15]). 


Fig. 2. Imagen Geomview de Silvio Levy Fig. 3. Circle Limit 7, el recubrimiento 

del recubrimiento heptagonal del disco de hiperbólico de heptágonos instalado y 

Poincare. Los azulejos perfilados son un  fraguando en MSRI. El agujero de es- 

conjunto fundamental de los que se han  tabilización sísmica en el centro aún no 

de cortar en piedra. se ha perforado en la plataforma de 
hormigón y los cimientos. 
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El desarrollo de la plataforma hiperbólica en piedra requería una logística 
informática bastante extensa y un manejo de material especial. El prisma hep- 
tagonal con ángulos de 120” tenía que ajustarse al tamaño real del disco de 
Poincare conformado, que se escalaría matemáticamente con el rígido heptá- 
gono regular hiperbólico central. La siguiente dificultad fue cortar los cientos 
de azulejos heptagonales en piedra con la precisión deseada de unos pocos mi- 
lésimos de pulgada. Resolví el problema de la precisión con los ordenadores y 
la tecnología de corte por chorro de agua. 

Silvio ahorró mucho tiempo adaptando los programas de generación de 
palabras del Centro de Geometría para extraer el formulario de entrada a los 
datos de ingreso que yo necesitaba para los programas de chorro de agua. El 
sistema de chorro de agua es un sistema de robot que sólo responde a un con- 
junto de instrucciones meticulosamente preparado (Fig. 2). 

La piedra negra en la base de la plataforma hiperbólica de Eightfold Way 
es una de las muchas formas de la serpentina mineral, un silicato de magnesio 
relacionado con el granito en sus orígenes plutónicos o subterráneos, pero es 
un talco mineral compactado con un pequeño tamaño de cristal romboidal. 
También llamada esteatita, la serpentina viene en un amplio espectro de cali- 
dad y dureza. Las esteatitas más blandas, que pueden contener fibras de tipo 
asbesto, se denominan piedras de jabón. Debido a que este mineral es im- 
permeable al calor y alos productos químicos, fue tallado por algunos de nues- 
tros antepasados más antiguos en utensilios, y se utiliza hoy en día para revestir 
hornos de acero, construir estufas de leña eficientes y proporcionar encimeras 
de laboratorio. Algunas variedades son tan duras como el granito pero con un 
grano más fino. Yo deseaba uno de estos tipos de negros duros y densos, cuyos 
depósitos se encuentran en el área montañosa de Blue Ridge del Condado de 
Albemarle en Virginia. Utilicé este material para el prisma heptagonal estriado 
y para los azulejos heptagonales. Esta serpentina tiene cientos de millones de 
años de antigúiedad, un material adecuado para expresar ideas matemáticas de 
belleza y poder atemporal. 

Para acomodar el círculo en el infinito (el límite del disco) hay 14 bordes 
de discos o corona de piedras. En el interior hay 217 bloques de piedra hiper- 
bólica heptagonal. Cada heptágono tiene siete ángulos interiores, cada uno de 
120”. El conjunto de 217 tejas tiene 23 heptágonos serpenteantes oscuros y 194 
claros que rodean un prisma central con una base heptagonal conformada con 
precisión. Dado el papel de Janos Bolyai en la historia temprana de la geome- 
tría no euclídea (ver [13]), pensé que sería apropiado que alguien de herencia 
húngara preparara este disco de geometría no euclídea. Esto realmente sucedió, 
quizás por accidente. Los azulejos fueron colocados finalmente en mayo de 
1993 por un artesano de azulejos del viejo mundo llamado Lajos Biczo. Joe 
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Christy de MSRI facilitó la colocación de los azulejos y los protegió como una 
gallina madre mientras la lechada se curaba. El resto de la escultura no se pudo 
instalar hasta que la colocación y la lechada no estuvieran completamente cu- 
radas (ver Fig. 3). La instalación final de la Eightfold Way completa fue en 
agosto de 1993. 


Chorros de agua 


El abrasivo río Colorado esculpió el Gran Cañón de una roca sólida. Mi- 
rando por encima del borde sur al diminuto filamento de agua que brilla en el 
sol muy por debajo, pensé en capturar ese tipo de poder en mi estudio. De 
cerca, la fina corriente de un chorro de agua no es más grande que la franja 
observada de ese río distante. El ruido del chorro de agua parece comprimir 
millones de años de erosión en unos pocos segundos de rugido de tornado, 
convirtiendo la cámara de captura en agua blanca. Este violento rugido pro- 
viene de un filamento de agua que sale de un orificio de diamante bajo una 
presión de 55.000 libras por pulgada cuadrada. Cuando utilicé un chorro de 
agua para cortar las piedras para el Circle Limit 7, este dispositivo todavía era 
algo experimental. Desde entonces se ha convertido en una herramienta indus- 
trial común, utilizada para cortar todo tipo de materiales, desde textiles hasta 
acero de cinco pulgadas de espesor. Los chorros de agua no son aptos para 
tallar; cortan claramente - el diminuto chorro de agua atraviesa el material (Fig. 
4). 

Los dispositivos de chorro de agua también son robots en el sentido estricto 
de que responden a un programa cuyas instrucciones predeterminada no per- 
mite ninguna variación. Todas las mociones deben ser calculadas con antici- 
pación. ¿Cómo se depura un chorro de agua? Un juego completo de 232 blo- 
ques fue cortado primero de madera contrachapada de 3/4 de pulgada en una 
pasada de depuración. Este conjunto de azulejos hiperbólicos de madera fue 
ensamblado antes de cortar la piedra serpentina (Fig. 5). 

Las piedras finales, contando el prisma, eran 24 serpentinas negras y 208 
verdes. El verde de Virginia en este caso era en realidad una piedra un poco 
más dura que el negro y los verdes tendían a ser las piedras más pequeñas. 
Todos los heptágonos fueron cortados con gran precisión con siete bordes de 
arco circular geodésicos y siete ángulos interiores de 120? (Fig. 6). 

El corte en sí duró alrededor de una semana tanto para el proceso de depu- 
ración con madera contrachapada como para el corte de las piedras. Una de las 
partes más difíciles del proceso de corte era averiguar cómo sujetar la pieza a 
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cortar. La retención de partes se volvió más desafiante para los heptágonos más 
pequeños, tanto en la madera como en la piedra. 


Fig. 4. Robot de chorro de 
agua en el proceso de re- 
corte de uno de los bloques 
de serpentina para el embal- 
dosado hiperbólico. Este 
proceso de preparación, 
mantenimiento de piezas y 
corte tuvo que realizarse 
más de 232 veces 


Fig. 5. Para depurar el pro- 
grama de chorro de agua, se 
cortó un juego completo de 
bloques de madera y luego 
se ensambló 


Fig. 6. El juego completo de 
losas de piedra cortadas por 
el robot de chorro de agua. 
Observe el racimo oscuro 
en el centro y las piedras de 
corona en el borde. El grupo 
“eleva” y “cose” en el tese- 
lado tetraedroide que forma 
el componente de mármol 
blanco de Eightfold Way 


Triskeliones 
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Los heptágonos en Circle Limit 7 implican una simetría séptuple. Con án- 
gulos de 120%, cada vértice heptagonal forma un punto triple o un triskelion 
con los bordes de sus tres puntos vecinos. Los surcos o crestas de los tres bor- 
des son curvados para encontrar el punto vecino. En la elevación del sistema 
desde la plataforma hasta el mármol, hay 56 puntos, 84 bordes y 24 heptágo- 
nos. Así, en la parte de mármol de la escultura hay 56 triskeliones en total, 
aunque se puede pensar que provienen de infinitas fuentes en el disco hiperbó- 
lico. Para tallar este mármol, utilicé un pequeño triángulo equilátero de plexi- 
glás como patrón para mantener estos triskeliones bajo algún control equian- 
gular. Esta fue una afirmación cualitativa suelta de 120? que se corresponde 
con los puntos triples cuantitativos más exactos de 120? de la plataforma base 
Circle Limit 7. 

La simetría de tres puntos es literal en el límite cuantitativo bidimensional 
del Circle Limit 7, la base sobre la que se apoya la escultura. Aquí los puntos 
triples están incrustados en un sistema de infinitos puntos triples. A esta plata- 
forma se le puede asociar un número infinito de grupos discretos. Este grupo 
infinito actúa por transformaciones hiperbólicas en el plano hiperbólico y tiene 
un dominio fundamental de exactamente 24 heptágonos. En este caso, hay 23 
heptágonos más oscuros agrupados alrededor del prisma heptagonal de piedra 
pulida oscura en el centro del disco hiperbólico. Los triskeliones han sido cor- 
tados para tener ángulos precisos de 120”. El grupo discreto transforma el do- 
minio fundamental de tal manera que se identifican ciertos bordes. De hecho, 
la identificación viene dada por la secuencia de izquierda y derecha en eight- 
fold way descrita anteriormente. Las transformaciones cosen el dominio de 24 
heptágonos en una superficie del género tres, es decir, la superficie de mármol 
que yace sobre el dominio fundamental. 

Los límites de los 24 heptágonos de mármol blanco tallados con forma 
tetraédrica se articulan como crestas o incisiones. Las incisiones, o cortes, de- 
finen el doble límite exterior del dominio fundamental inferior. Las crestas en 
el mármol también (comparadas con las incisiones recién descritas) forman 
bordes de heptágonos. Estas crestas corresponden a los arcos geodésicos en el 
plano hiperbólico que se encuentran dentro del dominio fundamental (el grupo 
de heptágonos contiguos). 


¡Impresiones ilimitadas! 


El desarrollo del límite del círculo de heptágonos del Circle Limit 7 era 
muy diferente de la técnica de Escher de crear bloques de madera para sus 
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impresiones. Creo que a Escher le habría encantado utilizar la tecnología in- 
formática actual. Después de cortar los bloques de madera de la baldosa del 
disco heptagonal hice seis grandes (6” x 6”) lienzos de tallado multicolor del 
teselado hiperbólico. A estas alturas, muchas personas ya han realizado traba- 
jos con crayones y papel en la plataforma hiperbólica de piedra Circle Limit 7 
en su configuración en MSRI. Yo personalmente animo a la gente a hacerlos. 
Son fáciles de hacer y pueden dar un resultado enmarcable para llevar a casa y 
compartir la alegría de esta experiencia. Como la mayoría de los artistas gráfi- 
cos que limitan el número de impresiones que realizan, Escher taladra agujeros 
en su círculo y limita los bloques de madera para evitar que se produzcan más 
impresiones. No hay límites en el número de impresiones que se pueden tomar 
del límite del círculo de heptágonos del Circle Limit 7. 


Ubicación 


La escultura Eightfold Way con su base Circle Limit 7 está instalada per- 
manentemente en el área del patio sureste del Mathematical Sciences Research 
Institute, ubicado en las colinas orientales del campus de la Universidad de 
California en Berkeley, 1000 Centennial Drive. También ubicado en Centen- 
nial Drive, al norte, se encuentra el Laboratorio de Ciencias Espaciales. Cen- 
tennial Drive serpentea por las colinas desde el campus de Berkeley, pasando 
por los laboratorios de Berkeley hasta el Lawrence Hall of Science. Al otro 
lado de la calle de LHS hay estacionamientos para MSRI y SSL; también hay 
un sendero que lleva hacia arriba de la colina a MSRI a través de la maleza y 
la tierra de esos estacionamientos. El número de teléfono de MSRI es (510) 
642 0143 y su sitio web es www.msri.org. 
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Retrato de Escher: Detrás del espejo Co 


Kelly M. Houle 


Desde la primera vez que me encontré con la obra de M.C. Escher, co- 
mencé a pensar en la posibilidad de mundos ocultos. Ya de niño me preguntaba 
si alguna vez habría un momento en el que de pronto “encontraría” la cuarta 
dimensión, la forma en que había descubierto tantos mundos misteriosos den- 
tro de la obra de Escher, o si alguna vez descubriría que tenía un gemelo que 
había estado viviendo la vida como mi espejo al revés. Me fascinó el proceso 
de descubrimiento y la sensación de realización repentina cuando llegué a 
comprender una de las muchas ilusiones de Escher. Ahora, tengo la misma 
reacción al arte anamórfico. 

La anamorfosis, traducida de las raíces griegas “ana”, que significa de 
nuevo, y “morphe”, que significa forma, se refiere a una imagen que literal- 
mente se “forma de nuevo”. Este proceso de distorsión de una imagen de forma 
tan dramática que sus dimensiones correctas sólo se reconstruyen cuando el 
espectador cambia su perspectiva de forma igual de dramática, permite dos 
interpretaciones diferentes de una misma imagen. La anamorfosis es un medio 
especializado para crear imágenes ambiguas que, para mí, simbolizan muchas 
de las paradojas matemáticas y filosóficas que a menudo he intentado visuali- 
zar. El reflejo lúcido del espejo con su proyección cilíndrica groseramente de- 
formada es una metáfora de la existencia de múltiples geometrías, dimensiones 
superiores y orden que reside dentro de un sistema aparentemente caótico. El 
arte anamórfico, combinado con la temática adecuada, alude a la coexistencia 
de verdades opuestas, y a la noción de que la realidad depende del sistema de 
perspectiva utilizado por el observador. En la obra de Escher, al igual que en 
la anamorfosis, la perspectiva es relativa. Es esta propiedad del arte anamórfico 
la que se hace eco de los mismos temas que caracterizan la obra de Escher: los 
mundos ocultos, los mundos imposibles y el infinito. Por eso elegí a Escher 
como primer tema de mi serie de retratos anamórficos. 


Evolución anamórfica 


Durante siglos, el arte anamórfico ha sido utilizado para una variedad de 
propósitos por artistas dentro de los círculos matemáticos y científicos. Los 
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pocos artistas que poseían una comprensión de la óptica implicada en la cons- 
trucción anamórfica conservaron sus ecuaciones, cuadrículas y dispositivos 
mecánicos de dibujo como secretos bien guardados [1, p. 1], Consideradas 
como anamorfosis mágicas y tempranas (que aparecieron por primera vez en- 
tre 1615 y 1625), obtuvieron un seguimiento místico e incluso fueron utiliza- 
das en la conversión religiosa por los misioneros europeos. La crucifixión de 
anamorfosis cilíndrica de alrededor de 1640 es un ejemplo de una pintura 
anamórfica temprana con un tema religioso [1, p. 148]. A principios del siglo 
XX, el arte anamórfico experimentó un aumento de popularidad. Consideradas 
como juguetes, estas diversiones Ópticas se hicieron muy populares y prolife- 
raron hasta el punto de ser excesivas. Los dibujos incluían objetos comunes y 
caricaturas de personas y animales (Fig. 1). Para entonces, el tema ya no tenía 
ninguna profundidad filosófica o poética. Incluso las imágenes reflejadas eran 
planas y bidimensionales. Con el tiempo, la técnica sufrió un sobreuso, y el 
arte anamórfico prácticamente desapareció del ojo del público en general. 


A babenat Loy 


Fig.1. A Fashionable Lady, anamorfosis cilíndrica (sin espejo), c. 1900. Reproducido de 
[6], con permiso 

Hoy en día, el proceso de creación de imágenes anamórficas ya no es un 
secreto (véase el recuadro “Cómo funcionan las anamorfosis de espejos cilín- 
dricos”) y cualquier persona con paciencia o con el software informático ade- 
cuado puede distorsionar un dibujo o una foto normal para que se pueda ver 
razonablemente bien con un espejo curvado. Un libro reciente, que recuerda a 
los de principios del siglo XX, tiene imágenes de circo en forma de caricaturas 
para ser vistas con un espejo de mylar cerrado junto con una explicación de 
cómo producir imágenes anamórficas originales con una cuadrícula simple [7]. 
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El desafío para el artista anamórfico hoy en día es usar la anamorfosis como 
una herramienta para transmitir una visión, la forma en que Escher usó las he- 
rramientas de las figuras imposibles, los teselados y las reflexiones para expre- 
sar sus ideas acerca de la posibilidad de mundos simultáneos, la naturaleza de 
la infinidad y la naturaleza, a veces ambigua, de las relaciones espaciales. La 
obra de Escher desafía al espectador a mirar una situación desde muchos pun- 
tos de vista a la vez. La anamorfosis hace lo mismo. 


Frio. 115 Site Voret: Sais 
PR reos raso, engrares ty 
J Lentare 


Fig. 2. Jean Francois Niceron, Rejilla anamórfica para cilindro y anamorfosis de San 
Francisco de Paola, 1638. Reproducido de [1], con permiso 

Utilizo una combinación de métodos para crear anamorfosis. Primero, 
transformo la imagen de una cuadrícula de coordenadas cartesianas a una cua- 
drícula polar modificada similar a la descrita en el texto de 1638 de Jean Fra- 
neois Niceron La Perspective Curieuse. [6, p. 162-167]. (Ver Fig. 2.) Combiné 
lo que pude deducir de mi propia traducción aproximada del texto francés de 
Niceron con lo que sabía sobre la óptica para diseñar un conjunto de cuadrícu- 
las polares que son matemáticamente exactas basadas en el diámetro del espejo 
que quiero usar, el tamaño del dibujo y la altura promedio del observador. Uti- 
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lizo las cuadrículas para trazar a mano varios puntos y líneas del boceto origi- 
nal hasta que tenga un contorno básico del tema. Prefiero no usar una compu- 
tadora para crear mis anamorfosis. Con el tiempo he descubierto que una tra- 
ducción exacta de las coordenadas no siempre es agradable a la vista. Me gusta 
tener la libertad de modificar mi diseño mientras me miro en el espejo cilín- 
drico. Reviso el reflejo constantemente para asegurarme de que mi dibujo ha 
sido traducido con precisión y eficacia en su reflejo en el espejo. He descu- 
bierto que las imágenes anamórficas, especialmente las que ocupan 360 gra- 
dos, se parecen más a la escultura que al dibujo. El acto de hacer ajustes en el 
dibujo mientras lo recorro me ayuda a crear algo mejor que se experimentará 
en tres dimensiones. 

Una vez que he trazado la imagen cuidadosamente, miro en el espejo cur- 
vado para completar el dibujo. Muchas veces termino esta etapa sin mirar di- 
rectamente a la superficie del dibujo. Esto da como resultado una colección de 
pinceladas aparentemente aleatorias, formas geométricas abstractas y remoli- 
nos, dependiendo de la cantidad de detalles que desee en la pieza terminada. 
Aunque sé por experiencia qué formas y temas funcionan mejor, rara vez sé 
exactamente cómo se verá una imagen en particular una vez que ha sido dis- 
torsionada. A menudo me sorprende el resultado. 


Escher anamórfico: Simetría Extraña 


La anamorfosis catóptrica, el tipo de anamorfosis que requiere espejos cur- 
vos para interpretar la perspectiva sesgada a propósito, permite al espectador 
ver una imagen y su distorsión simultáneamente. Este tipo de anamorfosis re- 
cuerda especialmente alos grabados de Escher que incluyen reflejos de espejo, 
y lleva la misma sugerencia de mundos ocultos. Debido a que la anamorfosis 
hace posible que una imagen exista en dos formas al mismo tiempo, propor- 
ciona un modelo concreto y visual de la idea de que puede haber varias mane- 
ras de interpretar un objeto o evento, que puede haber alguna estructura oculta 
en cosas que a primera vista parecen aleatorias y sin sentido. 

Se ha dicho que la obra de Escher sobre el recubrimiento infinito del plano 
era su forma de buscar el orden en un mundo caótico. Escher escribió una vez: 
“Trato de testificar en mis impresiones que vivimos en un mundo hermoso y 
ordenado, y no en un caos sin forma, como a veces parece”. La transformación 
anamórfica del caos en orden hace eco de la lucha interna de Escher contra la 
naturaleza entrópica del universo, y el consuelo que encontró en la existencia 
de estructuras cristalinas naturales que misteriosamente se disponen para for- 
mar patrones geométricos regulares. Del mismo modo, en la transformación 
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anamórfica, las vetas derretidas y sin forma sobre una superficie plana se ele- 
van como el vapor, ensamblándose para componer una imagen reconocible en 
una tercera dimensión. Este cambio de un dibujo plano a una forma que tiene 
altura y profundidad me recuerda a muchos grabados de Escher que muestran 
criaturas que emergen de un plano bidimensional para comenzar un ciclo de 
vida en tres dimensiones, y luego regresar al plano llano de nuevo. La acción 
de tomar el espejo cilíndrico y colocarlo sobre la superficie de la distorsión 
anamórfica provoca una especie de metamorfosis del dibujo plano en su re- 
flejo. Al igual que las impresiones de Escher, la anamorfosis consiste en con- 
vertirse en algo más que en ser, una forma de mostrar la progresión de una 
forma a otra. El espejo crea un camino para este proceso, una ventana a la 
posibilidad de otros universos. Al ver una distorsión anamórfica junto con su 
reflejo representacional, parece posible visualizar el orden que reside dentro 
del caos aparente. Entre los reinos del orden y el caos se encuentra el anamor- 
foscopio monolítico, un espejo cilíndrico que tiene el poder de reordenar y dar 
sentido a una abstracción. Colocar el espejo correctamente permite que los pa- 
trones emerjan de la pintura plana y aparezcan en su reflejo. El espejo recoge 
el mar de líneas sin forma en una imagen perceptible. Se convierte en una he- 
rramienta que transforma los mechones amorfos en figuras reconocibles. Mi- 
rando en un espejo cilíndrico, el espectador puede esperar ver su propio reflejo. 
En cambio, él o ella descubre un universo paralelo, pero de otra manera imper- 
ceptible. 


Cómo funciona la anamorfosis con espejo cilíndrico 


La Ley de la Reflexión 

Un espejo cilíndrico distorsiona la información en dos direcciones diferentes. 
Para ver por qué esto es cierto, mire el cilindro desde dos puntos de vista dife- 
rentes... 

El lado del espejo es recto, como la pero sus bordes son redondeados, 
superficie de un espejo plano... como la superficie de un espejo curvo. 


En ambas situaciones, el ángulo de incidencia es igual al ángulo de reflexión. 
En el caso de una superficie curvada, estos ángulos se miden desde una línea 
tangente a la curva en un punto específico. 


El Cono de la Visión 


— 219 — 


Los rayos de luz viajan a nuestros ojos en líneas rectas desde todas las direccio- 
nes. 

El área de la pupila es pequeña en comparación con el área desde la cual puede 
viajar la luz. Esto causa un efecto llamado “cono de visión”. 


El cono de visión causa algunos patrones interesantes cuando se combina con la 
forma en que la luz se refleja en los espejos curvos. Los rayos (que se muestran 
como viajando desde la pupila) golpean la superficie del espejo en varios ángu- 
los. 


Este patrón muestra la reflexión 
radial de la luz debido a la ley de 
reflexión para los espejos curvos y 
el cono de visión. 


Este patrón muestra cómo los rayos de luz 
se extienden a medida que golpean más y 
más lejos de la superficie del espejo de- 
bido a la variación en el ángulo de inci- 
dencia. 

La transformación anamórfica produce un conjunto de coordenadas polares que 
regresan a sus orígenes rectangulares cuando se observan con un espejo cilín- 
drico. 


malla rectangular malla polar 


Al incluir el espejo, el artista aporta la clave para resolver el enigma de la 
distorsión anamórfica, de la misma manera que Escher nos cuenta los secretos 
de sus paradójicos dibujos. Como Bruno Ernst observó de Escher, “nos pide 
que admiremos el rompecabezas, pero no menos que apreciemos su solución”. 
La presencia de la solución en el rompecabezas de la obra de Escher crea un 
parentesco de entendimiento entre quienes están familiarizados con ella. 
Cuando vemos lo que Escher quería que viéramos, nos sorprendemos, nos di- 
vertimos, nos iluminamos. Al igual que Escher, queremos que otros conozcan 
el secreto, sentir la compañía de una apreciación compartida de la explicación. 
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Escher construye lo imposible según un método estrictamente legítimo que 
todo el mundo puede seguir; y en sus impresiones demuestra no sólo el pro- 
ducto final sino también las reglas por las que se llegó a él... Los mundos 
imposibles (de Escher) son descubrimientos; su plausibilidad se mantiene o 
cae por el descubrimiento de un plan de construcción, y esto es lo que Escher 
ha derivado normalmente de las matemáticas. [3, p. 66] 


El arte anamórfico tiene el mismo efecto en aquellos que lo ven por pri- 
mera vez. El anamorfoscopio realiza la misma función que el marco matemá- 
tico de Escher al proporcionar un código para descifrar la anamorfosis. 

Escher realizó varios dibujos que representan el efecto de los espejos cur- 
vados en los objetos circundantes. En las litografías Still Life with Reflecting 
Sphere (Fig. 3) y Three Spheres II (ver página 80), Escher muestra cómo un 
espejo esférico convexo distorsiona los objetos reconocibles. Las líneas hori- 
zontales y verticales de una habitación, por ejemplo, se transfiguran a medida 
que todo el espacio que rodea al espejo se comprime en una esfera compacta. 
Los objetos ya no se parecen a sí mismos, ya que la arquitectura familiar se 
deforma. 


Fig. 3. M.C. Escher, Still Life with 
Reflecting Sphere, 1934. Lito- 
grafía 


El aspecto más sorprendente de la anamorfosis es que parece realizar la 
operación inversa devolviendo la familiaridad a una forma deliberadamente 
distorsionada. El efecto de un espejo curvo parece más asombroso cuando una 
imagen reconocible aparece desde una distorsión. Ya sea que el espejo curvo 
deforme o devuelva la familiaridad, muestra la existencia de realidades con- 
tradictorias: el mundo fuera de la superficie convexa y el mundo dentro del 
reflejo. Para mis retratos de Escher, elegí dos imágenes que mostraban a Escher 
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mirando su propio reflejo en un espejo esférico. Una era de una fotografía to- 
mada de Escher y la otra era el autorretrato Hand with Reflecting Sphere (Mano 
de Escher con esfera reflectante) (Fig. 4). 


Fig. 4. M.C. Escher, Hand with Reflect- 
ing Sphere, 1935. Litografía 


Escher I: Double Reflection (Un retrato anamórfico) 


Al hacer autorretratos, los artistas a menudo incluyen artefactos en la ima- 
gen para enfatizar un aspecto de su profesión o personalidad. En su litografía 
Hand With Reflecting Sphere Escher eligió enfatizar su propia mano. George 
Escher escribió que el grabado de su padre Drawing Hands (la representación 
de sus propias manos dibujándose a sí mismas en la existencia) era “un verda- 
dero autorretrato” de su padre. 


Las manos de mi Padre son su rasgo que recuerdo más vívidamente. Obser- 
vando sus movimientos precisos, arreglando cuidadosamente las herramien- 
tas, afilando gubias y cinceles con movimientos rítmicos, preparando la ma- 
dera para un acabado suave y aterciopelado, pude sentir el placer que esta 
actividad le proporcionaba. [4, pp. 8-9] 


Escher expresó a menudo que prefería ser conocido como un artista grá- 
fico, un grabador, un artesano. La inclusión de la propia mano de Escher en el 
grabado nos obliga a imaginar la meticulosidad de su ocupación como artista 
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gráfico, y nos hace muy conscientes de su existencia a medida que dibuja su 
propia reflexión. 

Escher eligió dibujar su reflejo porque estaba distorsionado por un espejo 
curvo, un objeto que aparece varias veces en su obra. Un espejo esférico obliga 
a cualquiera que se mire en él a permanecer inmóvil en el centro del reflejo. El 
propio Escher señaló que “tu propia cabeza, o más exactamente, el punto entre 
tus ojos, está en el centro. No importa cómo te des vuelta o te retuerzas, no 
puedes salir de ese punto central. Eres inamoviblemente el centro de tu propio 
mundo.” En este caso, el “mundo” de Escher era su estudio, un lugar donde se 
dejaba perder en otros mundos, donde las leyes de la física ya no reinaban. 
Escher tiene su “mundo” en la mano. En este sentido, se ha dado un control 
total sobre esta parte de su vida. Las huellas de Escher fueron suyas para que 
las manipulara sin las restricciones de la gravedad o el caos que sentía dentro 
del reino de la existencia humana. 

Escher no incluye a otras personas en esta ilustración de su mundo. Su 
trabajo lo dejó fuera de los círculos principales de las matemáticas y el arte. 
No sentía una conexión con otros artistas u otros aspectos del mundo del arte, 
y sentía que el lado matemático de su trabajo estaba en la periferia, un jardín 
secreto en el que era la primera y única alma en aventurarse. “Camino solo por 
este hermoso jardín, que ciertamente no me pertenece sólo a mí, sino que su 
puerta está abierta a todos. Siento una revitalizante pero opresiva sensación de 
soledad”. La presencia del espejo en su autorretrato establece un límite entre 
la vida interior de Escher (donde su imaginación era libre de explorar sin las 
limitaciones del tiempo y el espacio convencionales) y el mundo exterior. El 
lugar donde la mano de Escher se encuentra con la superficie del espejo es el 
eslabón que conecta los dos mundos. Su oficio era el de expresar preguntas, y 
posiblemente respuestas, sobre la naturaleza paradójica del tiempo y el espacio 
a un mundo de admiradores agradecidos, muchos de los cuales nunca conoce- 
ría. 

En Escher I: Double Reflection, una proyección anamórfica de Hand with 
Reflecting Sphere (Fig. 5), un segundo espejo se sitúa entre nuestro mundo y 
el de Escher. El autorretrato de Escher, tal como lo dibujó, existe en el reflejo 
de un espejo cilíndrico. Su distorsión anamórfica a partir de la cual se genera 
el reflejo se extiende hacia afuera desde la base del cilindro. El retrato de Es- 
cher se transforma en el reflejo con la mano que se extiende tanto hacia adentro 
como hacia afuera de la base del espejo cilíndrico. Los mundos sin fisuras flu- 
yen de uno a otro con la mano de Escher como puente entre los dos reinos: 
nuestro mundo tridimensional y el mundo de los dibujos de Escher. 
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Fig. 5. Kelly M. Houle, Escher I: Double Reflection, anamorfosis cilíndrica, 1998. Car- 
bón vegetal sobre cartulina, (a) Sin espejo, (b) Con espejo 

Escher juega con nuestra percepción de la dimensionalidad de los objetos 
en las litografías Magic Mirror (página 271) y Reptiles (página 382) manipu- 
lando luz y sombra. Explicó 


La forma plana me irrita — tengo ganas de contar mis objetos, eres dema- 
siado ficticio, yaciendo uno al lado del otro estático y congelado: ¡haz algo, 
sal del papel y muéstrame de lo que eres capaz! ... Así que los hago salir del 
plano. Por el contrario, soy deliberadamente inconsistente, sugiriendo una 
plasticidad en el plano mediante la luz y la sombra... Mis objetos, animados 
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de manera ficticia, pueden ahora proceder como criaturas plásticas inde- 
pendientes, y pueden finalmente volver al plano y desaparecer en su lugar 
de origen. [2, p. 168] 


Mirando una distorsión anamórfica sin el espejo cilíndrico en su lugar, el 
dibujo plano parece estar compuesto de formas bidimensionales. La imagen 
original de la mano de Escher sosteniendo un globo reflectante, dibujado según 
las reglas de la luz y el sombreado, se ha doblado alrededor de un punto central. 
En el dibujo anamórfico distorsionado, las formas parecen perder su profundi- 
dad porque ya no hay una fuente de luz consistente. Estamos acostumbrados a 
que la luz viaje en línea recta desde una fuente puntual y caiga sobre objetos 
desde un ángulo particular. Cuando la imagen original se dobla y se estira en 
una hilera circular, las sombras parecen caer en todas las direcciones. Cuando 
el espejo curvado se utiliza para reflejar la distorsión anamórfica, las formas 
asumen las conocidas reglas de luz y sombra que las hacen parecer tridimen- 
sionales. La reflexión parece ahora más realista y tridimensional que la distor- 
sión anamórfica. Sin embargo, la anamorfosis (como todas las técnicas de di- 
bujo) es engañosa. El dibujo plano es el verdadero objeto tridimensional. El 
dibujo tiene longitud y anchura y la fina capa de carbón sobre el fuerte diente 
del papel añade la tercera dimensión de altura. El reflejo, como una sombra, 
existe en sólo dos dimensiones. 


Escher II: Infinite Reflection (La Continuidad del Ser y el 
Espacio) 


Mi segundo retrato anamórfico de Escher se basa en una fotografía de Es- 
cher mirando su propio reflejo en un espejo esférico ([2], frontispicio). Similar 
a su autorretrato Hand With Reflecting Sphere, esta fotografía muestra a Es- 
cher absorto en el espacio contorsionado de la reflexión esférica desde el punto 
de vista de una tercera persona. Al igual que el fotógrafo, vemos el perfil de 
Escher mientras se mira en el espejo. Escher IT: Infinite Reflection o The Con- 
tinuity of Self and Space (Fig. 6) es una anamorfosis cilíndrica de esta famosa 
fotografía. 

Pasé por varios bocetos anamórficos preliminares de esta foto, pero nin- 
guno de ellos produjo el efecto que yo quería que tuviera mi retrato de Escher. 
El trabajo de Escher es sorprendente, y yo quería algo que sorprendiera y sor- 
prendiera a una persona que veía esta pieza por primera vez. Sabía que final- 
mente tenía la idea correcta cuando la imagen de un retrato infinito de Escher 
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me despertó de mi sueño una noche. Había visualizado el perfil de Escher re- 
flejado en un lado de un espejo cilíndrico (Fig. 6b). A medida que la imagen 
avanzaba 90 grados en sentido contrario a las agujas del reloj, la escena cam- 
biaba para mostrar a Escher con el espejo esférico en la mano, mirando su 
propio reflejo (Fig. 6c). Progresando otros 90 grados, sólo el espejo esférico 
sería visible (Fig. 6d). La pregunta en mi mente era cómo conectar todo esto 
para que fuera un retrato perfecto. La respuesta fue suficiente para sacudirme 
del sueño. Vi la parte posterior de la cabeza de Escher reflejada en la misma 
esfera (Fig. 6e). Con este diseño en mente, dibujé lo que había soñado. 

El proceso de hacer un dibujo anamórfico continuo es más complicado que 
el primer tipo mencionado anteriormente en este artículo, donde sólo hay un 
punto en el que la imagen aparece en sus dimensiones correctas. La construc- 
ción de una anamorfosis de 360 grados requiere al menos cuatro lugares donde 
la imagen continua tenga la perspectiva correcta. Este proceso requiere una 
cuadrícula similar al sistema de perspectiva de cuatro puntos descrito por Dick 
Termes en su artículo The Geometries Behind My Spherical Paintings ([9], p. 
244; véase también su artículo en este libro, p. 275). El resultado, un retrato 
continuo, infinito y anamórfico de Escher, posee la propiedad del infinito si- 
milar a muchos de los diseños de Escher, y por lo tanto evoca reacciones simi- 
lares por parte de aquellos que lo ven. 

Escher encontró muchas maneras de expresar el concepto de infinito en 
sus grabados. Teselaciones en forma de diseños de límites circulares, bandas 
de Moebius y la regeneración cíclica de las formas fueron algunas de las for- 
mas en las que pudo expresar la idea del infinito en dos dimensiones. También 
experimentó con modos de mostrar el infinito en tres dimensiones. 


En lugar de dejar el plano sólo en la imaginación... es posible hacerlo en la 
realidad. No quiero decir que las figuras deban salir del plano por completo 
como individuos separados... Lo que tengo en mente es la posibilidad de do- 
blar y plegar el propio plano de la imagen. [2, p. 169] 


Escher buscó la manera de expresar el infinito en un objeto tridimensional 
sin comprometer su profesión de artista gráfico que trabaja en dos dimensio- 
nes. Decidió que embaldosar la superficie de una esfera para formar un tese- 
lado continuo y tridimensional era la forma más perfecta de expresar el infi- 
nito, pero sabía que no había manera de doblar un trozo de papel plano en una 
esfera. Sugirió que era posible doblar un trozo de papel en un cilindro de modo 
que los extremos se unieran para formar un teselado sin costuras. Un espejo 
cilíndrico proporciona una forma de doblar el plano de la imagen similar a este 
método descrito por Escher. Sin embargo, utilizando técnicas anamórficas, es 
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posible formar una imagen continua e infinita en tres dimensiones sin cambiar 
la forma del papel. 


sn e 
Fig. 6. Kelly M. Houle, Escher II: Infinite Reflection, anamorfosis cilíndrica, 1998. Car- 
bón vegetal sobre cartulina, (a) sin espejo, (b) Vista 1, perfil de Escher, (c) Vista 2, Es- 
cher con espejo, (d) Vista 3, espejo esférico, (e) Vista 4, parte posterior de la cabeza de 
Escher. 
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Fig. 6. (continuación) 


Además de visualizar los conceptos del infinito y los mundos simultáneos 
a través de la anamorfosis cilíndrica, esta forma de arte me ha permitido ex- 
presar otro tema escheriano: los mundos imposibles. En Escher II, he descrito 
una situación que no puede existir en el espacio tridimensional ni ser represen- 
tada utilizando métodos tradicionales de dibujo en dos dimensiones. Usando 
ilusiones ópticas, uno puede dibujar estructuras que son imposibles de cons- 
truir, como el tribar de Penrose. Sin embargo, incluso con estos métodos no es 
posible dibujar un espejo esférico que pueda reflejar la cara y la parte posterior 
de la cabeza de un hombre al mismo tiempo. Tales acontecimientos, reservados 
para la descripción de la vida en las dimensiones superiores, pueden represen- 
tarse anamórficamente con un espejo cilíndrico. 

El espejo es el elemento central del arte anamórfico. Sin él, una proyección 
anamórfica puede parecer sin sentido a menos que el artista la disimule con 
objetos o escenas familiares. Incluso entonces la pieza se fragmenta sin el es- 
pejo. Existe un mundo de otra forma que no podemos percibir. El espejo 
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anamórfico extiende los sentidos del espectador, permitiéndole ver más allá de 
los límites de la percepción humana. En la obra Relativity (Relatividad) de Es- 
cher (ver página 265), él insinúa que puede haber criaturas viviendo sus vidas 
en universos paralelos al nuestro, que el espacio vacío a nuestro alrededor 
puede estar lleno de actividad cuando se ve desde otro punto de vista. Es in- 
teresante notar que estos seres existen en espacios opuestos. Cada escalera 
“arriba” tiene un componente “abajo” en una dimensión opuesta. Al igual que 
esta impresión, un dibujo anamórfico sugiere que puede existir una imagen en 
espejo de nuestro mundo, y que posiblemente podría verse una vez que haya- 
mos desarrollado las herramientas para detectarlo. 

La belleza de la anamorfosis catóptrica y el trabajo de Escher radica en la 
capacidad de cada uno para unificar verdades aparentemente dicotómicas. El 
espectador experimenta dos realidades simultáneas, pero diferentes. En lugar 
de ser mutuamente excluyentes, las dualidades como el caos y el orden, la in- 
finidad y la delimitación, se entrelazan. Cada uno es necesario para la existen- 
cia del otro. Son partes integrales e interconectadas de un mismo todo. 
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La vida después de Escher: El viaje de un (joven) de 
artista > 


Eva Knoll 


Expresar la influencia de Escher en mi propio trabajo es como probar un 
nuevo descubrimiento médico sin un grupo de control. He estado expuesta a 
su trabajo desde que tengo memoria, y ciertamente desde que tengo un interés 
activo en el arte, lo que me dificulta imaginar un mundo sin su trabajo. Eso no 
quiere decir que no haya tenido ningún impacto; algunas de las direcciones que 
he estado explorando fueron claramente visitadas por él primero; otras influen- 
cias son más sutiles. 

La influencia más obvia es ciertamente visible a través de mi experimen- 
tación temprana con las formas que llenan el espacio (ver Figs. 1 - 3). El obje- 
tivo de gran parte de mis primeros trabajos era explorar la estructura del espa- 
cio bidimensional. De hecho, Escher, uno de los primeros artistas cuyo trabajo 
busqué y estudié, también sirvió para enseñarme una comprensión muy básica 
del arte. Es a través de su trabajo, al principio, que me di cuenta de la impor- 
tancia de esta estructura subyacente en la obra de arte. Escher no sólo intentó 
copiar la naturaleza tal como la veía. Logró explorar la estructura de su mundo 
visual, y cómo se vería si lo uniera de una manera diferente. Su obra fue tam- 
bién la que me permitió comprender que el arte, al menos el arte visual, es 
realmente el resultado, podría decirse que el subproducto, de las exploraciones 
que son el verdadero interés del artista. Algunos de sus trabajos ilusorios, por 
ejemplo, son realmente el resultado de su juego con la representación en 2-D 
de 3-D y cómo puede estirarla. Después de tantos siglos (hasta el Renaci- 
miento) de intentar representar la realidad con la mayor precisión posible, ar- 
tistas como Escher podrían ahora tergiversar la realidad, deliberadamente y 
con perfecto control. El impacto más importante que este descubrimiento tuvo 
en mí fue que justificó la naturaleza experimental y a veces bastante ecléctica 
de mi trabajo. 

Esta visión experimental convierte mi trabajo en un proceso continuo que 
realmente sólo tiene sentido como un todo; en otras palabras, mi trabajo es 
realmente una pieza única que sólo puede ser comprendida verdaderamente 
vista en su totalidad. Aunque todavía no está terminado, aquí hay un vistazo a 
su estado actual. 


— 231 — 


OH 
Fig. 1. Eva Knoll, Frost on a Win- Fig. 2. Eva Knoll, Tiles with quasiellipses, 
dow, 1994. Medios mixtos 1992. Acrílico sobre cerámica 


Fig. 3. Eva Knoll, Balance, 1993. Fig. 4. Generating rules: vocabulario y sin- 


Plástico adhesivo sobre baldosas ce- taxis (de [8]) 
rámicas esmaltadas 


Trabajo iniciales 


Mis primeros experimentos con formas que llenan el espacio fueron muy 
metódicos, usando una cuadrícula, un vocabulario simple y un conjunto de 
transformaciones. El vocabulario comprendía simples líneas rectas que unían 
ciertos vértices de la cuadrícula y cuartos de círculos inscritos en cuadrados de 
longitud lateral 1,2 o 3 (Fig. 4). La sintaxis de las transformaciones compren- 
día todas las simetrías de la cuadrícula, incluyendo la traslación, la reflexión, 
la rotación y la reflexión de deslizamiento. Rendía estos patrones en color en 
piezas más formales como la de la placa de color 12 y las Figs. 5 y 7. En algu- 
nos casos, habiendo encontrado muchos patrones que eran “primos” en el sen- 
tido de que diferían sólo en un aspecto del vocabulario o de la sintaxis, los 
combinaría en una sola pieza, lo que sin duda recuerda a la Metamorphose II 
de Escher (página 183). 
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Día 


Fig. 5. Eva Knoll, Study in Green, 1998. Fig. 6. Eva Knoll, Patrón Triangular, 
Aquarelle 2001. Generado por ordenador 


Fig. 7. Eva Knoll, Depth 
Perception, 1995. Vidrio 
chorreado con arena y plás- 
tico adhesivo 


Aunque hay piezas ocasionales diseñadas para recordar fenómenos natu- 
rales (los patrones en el fondo de la placa de color 13 se asemejan a las ondas, 
sobre todo porque fueron renderizadas en tonos azules), la mayor parte del 
tiempo, me alejé deliberadamente del arte figurativo, eligiendo en su lugar en- 
focarme en la estructura del espacio. Esta decisión consciente refleja algunas 
de mis otras influencias, en particular, mi herencia cultural y mi educación. 
Los vínculos con Suiza a través de mi familia, los ingenieros estructurales de 
generaciones anteriores, afectaron sin duda a mi trabajo. El vínculo con Suiza 
se revela si hacemos un breve viaje a través de la historia del arte de los últimos 
siglos. Como se mencionó anteriormente, hasta el Renacimiento, el enfoque 
principal de los artistas era representar la realidad con la mayor precisión po- 
sible. Con el auge de la modernidad, este interés cambió de dirección. Algunos 
movimientos, como el surrealismo, trataron de representar el mundo de los 
sueños. Otros artistas experimentaron con estados de ánimo y sentimientos en- 
gendrados por lo que vieron. Otros más se centran en el arte abstracto, donde 
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el elemento interpretativo ha desaparecido por completo y las formas se valo- 
ran por su belleza intrínseca y no en relación con otras [11, p. 62]: 


Depuis des siecles [...] la musique est par excellence | “art qui exprime la vie 
spirituelle de l'artiste. Ses moyens ne lui servent jamais, en dehors de 
quelques cas exceptionnels ou elle s “est écartée de son propre esprit, a re- 
produire la nature, mais á donner vie propre aux sons musicaux.'! [14, p. 


59] 


El movimiento Abstracto se ramificó rápidamente en diferentes direccio- 
nes. El que nos interesa aquí es el Movimiento Constructivista, iniciado en 
Rusia, continuado en Alemania (donde fue paralelo a Bauhaus), y que final- 
mente llegó, de una forma u otra, a la mayor parte de Europa, así como a Amé- 
rica del Norte y del Sur. Los constructivistas, en lugar de representar el uni- 
verso conocido, buscaron construir un nuevo mundo en su arte que sólo com- 
partiría vagamente su estructura con el que conocemos para ello: 


liberado de sus apegos a los fenómenos naturales y ligado a las leyes natu- 
rales, este arte da al sentimiento y a la mente formadora, a la imaginación 
creadora, la mayor libertad posible. Este arte exige del observador tres co- 
sas: el refinamiento constante de los sentidos, la serenidad del espíritu y la 
vigilancia de la mente. Y a aquellos que están dispuestos a aprender su len- 
guaje, les devuelve estas tres cosas, las más preciosas que podemos poseer, 
con interés: el refinamiento de los sentidos, la serenidad del espíritu y la 
vigilancia de la mente. [12, p. 142] 


Debido a su mandato muy general, el Movimiento Constructivista fue in- 
terpretado de manera muy diferente en los países que lo acogieron. En Suiza, 
en particular, los artistas buscaron una autoexpresión que trajera un arte que 


1! Durante siglos [...] la música es el ejemplo perfecto de arte que expresa la vida espi- 
ritual del artista. Los medios del músico, salvo algunos casos excepcionales en los que 
la música se aleja de su espíritu, nunca se utilizan para reproducir la naturaleza, sino para 
dar vida a los sonidos musicales. 
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non-figuratif entierement congu avant su exécution, dont chacun des élé- 
ments plastiques [...] est choisi et justifie en fonction de regles simples, éta- 
blies la plupart du temps selon des lois mathématiques et physiques et s 'ap- 
puyant souvent sur la théorie de la forme.” [3, p. 9]. 


Este pasaje describe las intenciones del Movimiento Suizo de Arte en Hor- 
migón centrado en Zurich y dirigido por artistas como Max Bill, Richard Paul 
Lohse, Camille Graeser, y muy marginalmente, Hans Hinterreiter. Yo, por su- 
puesto, no me di cuenta de esta herencia hasta años después, cuando tuve que 
explorar los antecedentes de mi investigación formal en la escuela de post- 
grado. Es un fenómeno curioso conocer a nivel consciente un arte que ha tenido 
una influencia inconsciente durante tanto tiempo, y descubrir que no fui el 
único que se abstuvo de lo figurativo para centrarse más en lo estructural. 

Además de estudiar la estructura del espacio en dos dimensiones, me in- 
teresó mucho la interpretación del color, no a nivel simbólico, sino en términos 
de su percepción, dependiendo de factores como la yuxtaposición, la forma y 
la identidad. La identidad del color en sí tiene un impacto en el sentido de que 
el azul, por ejemplo, retrocede, mientras que el amarillo o el rojo aparecen. 
Además, una mancha circular de color rojo y una mancha triangular de color 
rojo no producen el mismo impacto. Finalmente, un color específico aparecerá 
de manera diferente cuando se yuxtapone con un color opuesto o adyacente en 
el espectro. Esta experimentación se realiza mejor, una vez más, sin la distrac- 
ción de la representación figurativa o simbólica. La placa de color 14 muestra 
algunos resultados de estos experimentos. Las trece pinturas usan el mismo 
diseño, pero varían en sus colores, demostrando la influencia de la elección del 
color en la percepción. A pesar de la riqueza de estas dos áreas de exploración, 
después de unos 10 años necesitaba una nueva dirección, un universo que me 
mostrara cosas nuevas sobre la estructura del espacio. 


Nuevos desafíos 


Buscando una nueva dirección, consideré al principio seguir el mismo ca- 
mino que tenía antes, sustituyendo la rejilla triangular regular por la cuadrícula 
cuadrada en el diseño de mis rellenos espaciales. A pesar de algunos resultados 


12 


no figurativos, enteramente concebidos antes de su ejecución, cada uno de sus ele- 
mentos plásticos elegidos y justificados a través de reglas simples, en su mayoría esta- 
blecidas de acuerdo a leyes matemáticas y físicas y a menudo basadas en la teoría de la 
forma. 
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interesantes (Fig. 6), este nuevo campo resultó ser decepcionante y no me desa- 
fió lo suficiente. Decidí explorar la estructura del espacio 3D. Las primeras 
señales son visibles de que me iba a dirigir hacia allí eventualmente. En la Fig. 
7, por ejemplo, el patrón requería una estratificación espacial de sus variacio- 
nes para mostrar su relación. El patrón y sus variaciones se superponen me- 
diante el uso de un cristal de 7 mm de espesor en la parte delantera y trasera 
sobre el que se aplican los diferentes patrones. Esto acentuó no sólo la relación 
entre los dos patrones, sino que creó un efecto de profundidad que es aún más 
sorprendente cuando se observa de cerca y en la vida real (el efecto de paralaje 
añade una dimensión interesante). 


F >" 


Fig. 8. Eva Knoll, Five rotated tetrahe- Fig. 9. Eva Knoll, Folded 2-space, 1996. 
dra, 1993. Madera torneada Pintura acrílica y papel 

Desde el comienzo de mis exploraciones sistemáticas de la estructura del 
espacio, las tres dimensiones resultaron ser mucho más complejas de lo espe- 
rado. Quizás debido a mi experiencia geométrica casi exclusivamente plana, 
había empezado a dar por sentado el ajuste perfecto de los objetos geométricos 
normales. Puesto que tanto los cuadrados como los triángulos equiláteros (así 
como los hexágonos) azulejan el plano, asumí que los cubos y los tetraedros 
regulares deben llenar cada espacio. Esto, por supuesto, sólo es cierto en el 
caso del cubo: los tetraedros regulares necesitan la ayuda de los octaedros re- 
gulares para llenar adecuadamente el espacio. Descubrí este hecho por las ma- 
las, cuando transferí un diseño de un modelo de papel inexacto a una pieza de 
madera torneada con una forma precisa. La figura 8 ilustra mi intento de mos- 
trar el comienzo del relleno espacial tetraédrico: unir cinco tetraedros en un 
borde común, usando efectivamente el borde común como eje de rotación. A 
continuación, gire cada tetraedro alrededor del borde opuesto. Este proceso 
sólo funcionaría si cinco tetraedros regulares colocados de esta manera abar- 
caran 3607. Desafortunadamente, unos pocos grados hacen que esto no sea 
cierto, excepto en un modelo inexacto: ¡los tetraedros regulares no llenan el 
espacio! En la Fig. 8, los tetraedros tuvieron que ser deformados ligeramente 
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antes de que pudieran ser girados alrededor del segundo grupo de ejes. Este 
primer experimento demostró la necesidad de una exploración más cuidadosa 
de la estructura del espacio. De hecho, si mis experiencias con la geometría 
planar llegaran a ser útiles, necesitaría encontrar un vínculo entre los dos uni- 
versos, una especie de puerta de entrada metafórica, un método. 

Para encontrar este enlace, busqué objetos y métodos que implicaban un 
mundo intermedio, de dos dimensiones y media. El origami es un buen ejem- 
plo de este mundo. Me propuse descubrir cómo actúa en el mundo tridimen- 
sional un medio que puede considerarse bidimensional (papel). Las Figs. 9 y 
10 muestran algunos de los resultados de mis experimentos: El doble espacio 
plegado muestra la interesante forma en que los pliegues en acordeón pueden, 
sin correr paralelos, permanecer coplanares. La figura 10, una muestra de ex- 
perimentos de origami a partir de un trozo de papel circular, muestra la estruc- 
tura de un círculo finito (a diferencia del círculo infinito de los rellenos espa- 
ciales), así como parte de su comportamiento en el espacio. Esta temprana ex- 
perimentación con el origami circular inspiró el Proyecto Geraldine, en el que 
todavía estoy involucrado en la actualidad, y que describiré más adelante. 


Fig. 10. Eva Knoll, Decoraciones de ori- 
gami, 1997. Papel 


El origami, aunque permite la creación de objetos que existen en el espacio 
tridimensional, sigue siendo una herramienta que define superficies, no volú- 
menes. Paralelamente a estas exploraciones, no había abandonado completa- 
mente mis rellenos espaciales. ¿Por qué no, entonces, encontrar un vocabulario 
y una sintaxis (como la que tenía en 2-D), que me permitiera llenar el espacio 
en 3-D a voluntad? Volviendo a los parámetros de diseño que había estado 
utilizando para el relleno de espacios en 2-D, me propuse traducirlos a sus 
equivalentes en 3-D. La sintaxis era fácil de traducir: en lugar de usar los gru- 
pos de simetría de la grilla cuadrada, yo usaría los grupos de simetría de la 
grilla cúbica. En cuanto al vocabulario, eso plantearía un problema más com- 
plejo. Primero, simplifiqué mi vocabulario para que incluyera sólo los elemen- 
tos que estaban enteramente comprendidos dentro de un cuadrado (Fig. 1 la). 
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Fig. 12. 3-D Space-filler 1 
(desde [8]) 


Luego me puse a buscar todas las superficies que cortan a través de un 
cubo unitario dado que dicha superficie intersecta las caras del cubo original 
en una de las curvas de la Fig. 11a. Aunque el número de estas superficies es 
limitado, pronto fue obvio que la búsqueda de todas ellas sería inútil. Era ne- 
cesario establecer un parámetro adicional. Aconsejado por John H. Conway, 
decidí limitar mi búsqueda a las superficies que, siguiendo los criterios previa- 
mente definidos, estarían limitadas por sólo tres o cuatro de estas curvas (Fig. 
11b). Una vez establecido el vocabulario y la sintaxis, ¡me encontré con un 
medio completo para el diseño de rellenos de espacio en 3-D! 

La Figura 12 ilustra un ejemplo simple de tal relleno de espacio compuesto 
sólo de las octavas partes de una esfera de radio unitario y sus elementos com- 
plementarios (D-2 y E-2 de la Fig. 11b). Estas exploraciones, realizadas como 
parte de mi tesis de maestría, fueron hechas usando SGDFsoft, un programa 
de modelado por computadora muy poderoso desarrollado en la Universidad 
de Montreal. Desafortunadamente, el modelado estático por computadora no 
permite fácilmente jugar con objetos tridimensionales que son necesarios para 
determinar elementos compuestos de relleno de espacio más elaborados utili- 
zando el vocabulario y la sintaxis descritos anteriormente. 

La segunda parte del proyecto de mi máster consistió en probar el método 
de transferencia que acababa de desarrollar en un sistema independiente. Elegí 
para este Opus 84 de Hans Hinterreiter, en torno a una pintura de 82 cm de 
diámetro, que representa un patrón regular deformado de relleno de espacio [2, 
p. 31]. Esta pintura resultó ser un desafío interesante con sus capas de patrones 
y su alto nivel de complejidad. De hecho, la pintura era tan rica por derecho 
propio que la versión en 3-D se volvió demasiado compleja para ser compren- 
dida completamente (¡incluso la computadora no era lo suficientemente pode- 
rosa!). 

Volviendo a la exploración circular del origami, descubrí que comenzar 
con el círculo me permitía subdividir mi trabajo con precisión en una cuadrí- 
cula triangular regular (porque sin 30? = 1/2), abriendo la puerta a espacios de 
cuadrícula triangular. Poco después, descubrí que podía usar este método para 
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construir deltaedros (poliedros compuestos exclusivamente de triángulos equi- 
láteros) [4, p. 78, 142], fue así como se construyó Geraldine (Fig. 13) [9], Gra- 
cias de nuevo a John H. Conway, me enteré de que ella era de hecho un endo- 
pentakis-icosi-dodecaedro. 

El aspecto interesante de este experimento fue el proceso de transforma- 
ción entre la rejilla triangular plana y el deltaedro ensamblado. Las considera- 
ciones prácticas entraron en juego y obligaron a dar pasos adicionales en el 
proceso. Después de formar el primer hueco doblando y colocando los 60? 
adicionales de papel, me di cuenta de que acabaría con tanto papel extra dentro 
del poliedro, que no podría cerrarlo. Este problema me llevó a cortar parte del 
exceso, dejando suficiente para proporcionar una lengiieta que ayudara con la 
estabilidad de la forma. Repitiendo este proceso hasta que se terminó el polie- 
dro, lo desmonté de nuevo y ¡me quedé con una extraña forma de copo de nieve 
con su propia estética (Fig. 14)! 


A 


Fig. 13. Geraldine, ensamblado (Endo- Fig. 14. Geraldine red fractal “snow- 
Pentakis-Icosi-Dodecaedro), 1998. Mo- flake”, 1999. Generado por ordenador 
delo de papel 


El uso de este método para construir un deltaedro es significativo porque 
cada corte hecho en el “copo de nieve” refleja directamente la forma del polie- 
dro, permitiendo al constructor experimentar la construcción de la forma de 
una manera nueva. 

La forma plana se construye por sustracción, cada corte corresponde a un 
5-vertices sobre el poliedro ensamblado. Este nuevo vínculo entre el plano y 
el espacio ha llevado a una mayor experimentación para encontrar otros del- 
taedros y su correspondiente “copo de nieve”, incluso a una exploración siste- 
mática de las matemáticas de estas formas [9]. Mientras tanto, se completó una 
versión del proyecto con material utilizado para la fabricación de cometas, uti- 
lizando triángulos de 1 metro de longitud. Ahora se está utilizando en un pro- 
yecto especial de educación matemática en el Rice University Math School 
Project en Houston, Texas, en colaboración con el matemático Simon Morgan 
(Fig. 15). El conjunto se utilizó por primera vez en un evento participativo en 
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“Bridges: Mathematical connections in Art, Music and Science” en julio de 
1999 en el Southwestern College de Kansas, donde el público participó acti- 
vamente en el proceso de construcción, experimentando de primera mano la 
relación entre las dos formas del objeto. Esta es la primera obra mía que se 
espera se experimente a través de su proceso de construcción. Participar en el 
proceso es importante porque me da la oportunidad de entender la forma del 


poliedro y la naturaleza del espacio, que es el tema de gran parte de mi trabajo. 
37 "02 LES VERE 


5 


Fig. 15. Geraldine, ensamblada. 1999. 
Textiles de alta tecnología y fibra de 
carbono 


Esfuerzos futuros 


Aunque mi trabajo ciertamente tiene un “aire de familia” distinto, es difícil 
decir qué es lo que está por venir. Hay muchas direcciones posibles aún por 
explorar, y cada una de ellas tiene un potencial ilimitado. Mi enfoque es defi- 
nitivamente experimental, y una consecuencia interesante de mi enfoque en el 
proceso es que a menudo dejo que mis manos hagan las averiguaciones, ob- 
servo el fenómeno desde afuera de una manera práctica y luego trato de enten- 
der a un nivel racional lo que está ocurriendo. Esto deja mucho espacio para la 
serendipia, ciertamente, pero hasta ahora ha dado resultados interesantes. 
Desde el punto de vista estilístico, esto me ha alejado mucho de Escher. Des- 
pués de todo, vengo a por él, y no soy una gráfica por entrenamiento. Aunque 
respeto inmensamente a Escher por lo que nos ha dado, no pretendo imitarlo, 
sino construir desde donde lo dejó. Esto es igualmente cierto en el caso de los 
constructivistas, y de otros medios y tradiciones como el origami, que parece 
que yo también sigo un poco. 
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Compartiendo algunos intereses comunes de M.C. Co 
Escher y 


Mat juska Teja Krasek 


A menudo me he preguntado sobre mi propia manía de hacer dibujos perió- 
dicamente. 

¿Cuál puede ser la razón de mi estar solo en este campo ? 

¿Por qué ninguno de mis compañeros artistas parece estar fascinado 

como yo por las formas entrelazadas? - M.C. Escher [7] 


Las preguntas de Escher (arriba) probablemente serían diferentes hoy en 
día si estuviera todavía entre nosotros. Hoy en día, muchas más personas com- 
parten la fascinación de Escher por las formas imbricadas. Esto se hizo evi- 
dente en junio de 1998 en Roma y Ravello en el congreso que celebró el cen- 
tenario de su nacimiento. Personas de muchas profesiones se encontraron allí 
con un punto de partida común: la vida y el arte de M.C. Escher. ¿Por qué la 
gente de profesiones dispares (artistas, científicos) se reuniría para hablar de 
su arte o para hacer un “Homenaje a Escher” con sus propias obras de arte? 
Creo que es porque, como Escher, sentimos curiosidad por las leyes de la na- 
turaleza y buscamos la belleza, la armonía y el orden. Y ciertamente porque 
nos fascina su trabajo artístico. 

La pasión de Escher eran los patrones, los dibujos periódicos que él lla- 
maba “divisiones regulares del plano”. También experimentó con algunos re- 
cubrimientos no periódicos. Como escribe R.A. Dunlap: “Aunque no experi- 
mentó con recubrimientos cuasiperiódicos del tipo Penrose, se conocen algu- 
nos ejemplos de recubrimientos no periódicos que presentan una simetría quín- 
tuple”. [2] Dos ejemplos de los recubrimientos no periódicos de Escher son 
una mezzotinta Plane Filling 1 (1951) que representa treinta y seis criaturas 
diferentes, y la litografía Plane Filling 11 (Llenado plano ID (1957). Escher 
describió su trabajo con recubrimientos no periódicos como su “hobby secun- 
dario para rellenos irregulares”. [8] El único ejemplo conocido del intento de 
Escher de realizar un revestimiento no periódico que presenta una simetría 
quíntuple es un bloque de madera tallado que evidentemente no fue impreso 
(ver abajo). Sin embargo, esta talla se convirtió en la base de su xilografía 
Development II (1939). Más sobre el interés de Escher y el uso de la simetría 
quíntuple en sus otras obras de arte se puede encontrar en [2], 
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M.C. Escher, Plane Filling [, 1951.  M.C. Escher, Development II (primera 
Mezzotinta versión), 1939. Xilografía: nunca impresa. 
El descubrimiento y la creación de patrones comenzó hace mucho tiempo. 
Reconocer los patrones en la naturaleza y sus alrededores era necesario para 
que los seres humanos sobrevivieran (por ejemplo, los cambios de estación). 
Cuando los humanos comenzaron a hacer ropa, cerámica, edificios en los que 
vivir, o adornos para sus cuerpos, crearon nuevos patrones. Desde los antiguos 
adoquines de piedra hasta los sofisticados patrones generados por ordenador 
de hoy, la gente quiere dividir el plano y buscar el orden. También buscan 
patrones que no se expresan en objetos tangibles, como patrones de comporta- 
miento, emociones y creencias. 


Fig. 1. Un embaldosado de 
Penrose (P3) 


La media dorada, la simetría quíntuple, la autosimilaridad y el infinito in- 
terior son algunas de las características que se encuentran en la naturaleza, el 
arte y la ciencia que también influyeron en la creatividad de Escher. Estos tam- 
bién me interesan como pintor. Todo ello está presente en los recubrimientos 
aperiódicos Penrose y en los cuasi-cristales tridimensionales. Mi descripción 
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favorita de los recubrimientos aperiódicos Penrose es la de Martin Gardner: 
“La mayoría de los patrones, como el universo, son una mezcla misteriosa de 
orden y desviaciones inesperadas del orden.” [4] Creo que esta es una de las 
razones de la belleza de estos patrones particulares. 

Examinemos el embaldosado de Penrose P3 (Fig. 1) en el que las baldosas 
son rombos de Penrose — uno grueso y otro fino. Estas dos formas se derivan 
de un pentágono regular del que se heredan las características especiales del 
revestimiento. La media dorada aparece en este patrón de varias maneras, al 
igual que la simetría quíntuple, la autosimilaridad y la posibilidad de una di- 
sección interminable de la figura en otras similares en escalas cada vez más 
pequeñas, lo que yo llamo “infinito interior”. Revestir el plano con estos dos 
rombos, siguiendo las reglas de emparejamiento que producen la aperiodici- 
dad, es un proceso no exento de dificultades. Como saben los que han tratado 
de juntar las piezas, todo puede ir bien por un tiempo, y entonces es posible 
que usted no pueda continuar con el patrón. Y para un pintor, hay un reto adi- 
cional: embaldosar dentro de un marco rectangular para que sus bordes corten 
las baldosas de alguna manera regular, no al azar. Una de mis soluciones se 
puede ver en Quasicrystal World, que se expuso en la exposición “Homenaje 
a Escher” en el congreso del centenario de Escher (Fig. 2 y placa de color 25). 
En este cuadro los bordes del marco cortan las baldosas por la mitad o en cuar- 
tos. Aquí la composición básica de las baldosas tiene simetría bilateral. Sin 
embargo, la disposición de los colores no respeta completamente esta simetría, 
desviándose deliberadamente de ella según un orden particular. El uso de pares 
de colores opuestos (naranja-azul y rojo-verde) apoya la composición. 


Fig. 2. Teja Krasek, Quasicrystal 
World, 1996. Acrílico sobre tela 


Para explorar las relaciones entre los dos rombos Penrose y el pentágono 
regular, primero dibujamos un cuasicubo compuesto de dos rombos gruesos y 
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un rombo delgado (Fig. 3). En este dibujo, dos pentágonos (izquierdo y dere- 
cho) se entrelazan (cada uno de ellos se muestra en un esquema discontinuo), 
produciendo un rombo grueso como su intersección. Luego dibujamos una 
cuadrícula dentro del cubo y con su ayuda exploramos lo que se puede encon- 
trar allí (Fig. 4). En el grueso rombo de la izquierda de este cubo, hay 18 pen- 
tágonos, cada uno con un pentágono dentro, y van disminuyendo hacia las es- 
quinas opuestas del rombo. Estos pentágonos superpuestos cubren fácilmente 
el plano del rombo, organizados como los anillos de una cadena. En palabras 
de Ernesto Cesaro: son “reducidos por un factor apropiado”. [6], El factor apro- 
piado aquí es la proporción de oro. Los rombos gruesos que separan las dos 
mitades positivas-negativas de este patrón también siguen este principio. Y 
sabemos que podemos dibujar dentro de cada pentágono regular o su estrella 
inscrita estrellas y pentágonos cada vez más pequeños ad infinitum. 


Fig. 3. Un cuasicubo de rombos de Fig. 4. Teja Krasek. Llenado del cuasicubo 
Penrose con patrones auto-similares 
El rombo derecho del cuasicubo en la Fig. 4 muestra cómo los cuasicubos 
pueden reducir progresivamente su tamaño desde el centro hacia las esquinas 
y, a la inversa, hacia el centro. El rombo podría llenarse completamente con 
los cubos más pequeños que tienen las mismas características y contienen la 
misma información que la imagen completa. Aquí podemos ver cómo se rela- 
cionan los rombos delgados y gruesos: si un rombo delgado se coloca diago- 
nalmente en el grueso, la relación entre el lado del rombo grueso y el lado del 
delgado es la media de oro. Esta interacción puede durar para siempre, produ- 
ciendo autosemejanza. El rombo delgado superior del cuasicubo de la Fig. 4 
también muestra las relaciones entre los dos rombos. Aquí los gruesos se co- 
locan en los finos y disminuyen en las esquinas, reducidos cada vez por un 
factor de escala de la proporción áurea. Cada uno de estos rombos gruesos se 
podría también llenar con los diseños presentes en los rombos gruesos más 
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abajo. Hay otra serie de rombo decreciente en el centro de la imagen que la 
divide de arriba hacia abajo. Quasicube V es una pintura a color de un cua- 
sicubo que muestra las relaciones entre las formas que hemos discutido (Fig. 5 
y placa de color 26). 


Fig. 5. Teja Krasek, Qua- 
sicube V. 1997. Acrílico 
sobre tela 


En la Fig. 6 (D, en el centro, tenemos un decágono formado por rombos 
Penrose; esta configuración se encuentra en el teselado de Penrose P3. En este 
dibujo, la estrella de cinco rombos gruesos se rellena con la ayuda del dibujo 
de la Fig. 4. Además de todas las relaciones que hemos notado en la Fig. 4, 
aquí también hay triángulos dorados y elementos del teselado de Penrose P2, 
conocidos como “cometas y dardos”. Y si prestamos especial atención a los 
cuasicubos en este dibujo, vemos que pueden ser percibidos tanto como con- 
vexos como cóncavos, similar al fenómeno del cubo de Necker. 

En la Fig. 6 (1) podemos observar un decágono en el que se dibuja un 
pentágono regular. En él se coloca un pentagrama y podemos ver las muchas 
relaciones con los rombos de Penrose. En la Fig. 6 (III) estas relaciones se 
muestran ahora como una red. Aquí hay patrones que se vuelven cada vez más 
pequeños, escalados por la media dorada, produciendo autosemejanza. En cada 
decágono más pequeño en el centro de una estrella se podía colocar una versión 
más pequeña de toda la red y esta interacción se podía repetir una y otra vez 
para siempre. 

Sabemos que dividir el plano en formas similares cada vez más pequeñas 
era una de las pasiones de Escher. Algunas de sus hermosas soluciones a este 
problema se pueden ver en sus grabados Development 1 (1939), Smaller and 
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Smaller (1956), Path of Life I (1958), Path of Life 11 (1958), Path of Life HI 
(1966), y en su dibujo a color Butterflies (1950). 
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2, 
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Fig. 7. Teja Krasek, A ambiguous figure. Dibujo 
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Fig. 8. Teja Krasek, A perceptu- 
ally unstable composition, 2000. 
Gráficos por ordenador 


O Fig. 9. Oscar Reutersvard, Opus 1 n* 
Opus 1 OmabZnlisród 1926 203 aa, 1934. Dibujo 


En el cuasicubo hay otros aspectos interesantes a observar además de las 
relaciones entre las formas. Por ejemplo, podemos encontrar figuras ambiguas 
u objetos imposibles. Si elegimos uno de los números de Fibonacci (por ejem- 
plo 21 cm) para las longitudes de los lados del rombo de Penrose, podemos 
observar cómo las longitudes de algunos segmentos de línea en una composi- 
ción se aproximan a números sucesivos en la secuencia de Fibonacci (Fig. 7). 
También se pueden encontrar aquí algunas similitudes con la obra de Josef 
Albers. En su obra Trotz der Geraden (1961), por ejemplo, creó una figura 
imposible, es decir, una composición perceptiblemente inestable. En este tipo 
de obras de arte, Albers estaba interesado en el movimiento del ojo del obser- 
vador mientras su mente trata de captar la imagen completa. Efectos similares 
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se pueden observar en mis Figuras 7 y 8 (algunas variantes en color se pueden 
ver en el CD Rom). 

Albers hizo varias variantes de sus composiciones — Structural Conste- 
llations, 1957/8, por ejemplo. Crear variantes cuando algún problema particu- 
lar ya está resuelto es una de las diferencias entre artistas y científicos. Escher 
también creó variantes y estaba interesado en hacer composiciones óptica- 
mente contradictorias u “objetos imposibles”, tal como lo estaba Oscar 
Reutersvárd. La obra de Reutersvárd Opus 1 n* 293 aa (1934), Fig. 9 [3], ins- 
piró mi trabajo mostrado en la Fig. 10. En su dibujo, Reutersvárd usaba rombos 
iguales para los cubos que forman un objeto imposible, mientras que yo uso 
rombos Penrose gruesos y finos que construyen cuasicubos. Si comparamos 
mi figura imposible con la de Reutersvárd, vemos que la mía parece tener una 
imagen especular añadida en el lado derecho. Hay otra cosa interesante en la 
Fig. 10: la composición es ambigua. Cuando te quedas mirando un rato en un 
punto determinado (la parte superior del cuasicubo más bajo de la columna 
central), todos los cubos se transforman repentinamente de convexos a cónca- 
vos y toda la composición asume un carácter muy diferente. Si al principio 
percibimos la composición como un objeto (imposible) que consiste en cubos 
(aparentemente) sólidos, ahora se transforma en nuestras mentes en una com- 
posición hecha de cajas a las que les faltan dos paredes frontales. 


Fig. 10. Teja Krasek, 
Figura imposible de 
cuasicubos, 1996. 
Serigrafía 


Con los colores, podemos expresar otras relaciones y resaltar formas que 
se pueden encontrar en un cuasicubo; podemos producir profundidad, aumen- 
tar la ambigiiedad y crear composiciones interesantes. Algunos de los efectos 
que me parecieron interesantes se pueden ver en el CD Rom. 

La tarea de un artista es transformar los pensamientos invisibles en expre- 
siones visibles y compartirlos con otras personas. Estudiando diferentes tipos 
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de patrones podemos a veces revelar sistemas que se esconden en nuestro uni- 
verso. Para conocerlos mejor, necesitamos la cooperación entre las personas a 
través del intercambio de diversos tipos de conocimientos. M. C. Escher nos 
mostró con su propio ejemplo al interactuar con científicos y matemáticos que 
tal cooperación puede ser fructífera para todos los que participan. Y creo que 
el congreso dedicado a él lo confirmó, al igual que este libro. 
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Nuevas expresiones en el arte teselado: Teselaciones E 
tridimensionales en capas 


Makoto Nakamura 


Cuando me encontré con el arte del teselado de Escher hace más de 20 
años, me impactó mucho. Desde entonces, he estado trabajando en el arte de 
teselar. Al igual que Escher, he utilizado mis teselados para crear arte que es 
imaginativo, y en el que criaturas estrechamente empaquetadas se metamorfo- 
sean o se escapan de su espacio confinado. Parte de mi arte de teselado se ha 
expresado en serigrafía y escultura, pero la mayor parte de mi trabajo es pin- 
tura. Un ejemplo de mis primeros trabajos, Wind and Wave (Viento y onda), 
se muestra en la Fig. 1; las placas de color 10 y 11 muestran esta y otra escena. 
En estas obras, es necesario mirar de cerca para encontrar los muchos teselados 
que componen la escena. Muchos más ejemplos de mi arte del teselado (en 
color) están en el CD Rom. 


Fig. 1. Makoto Naka- 
mura, Wind and Wave, 
1993. Témpera 


Mi trabajo más reciente es extender la idea del teselado a tres dimensiones. 
En este artículo, voy a dar una breve explicación de mi trabajo de “teselado 
tridimensional por capas”, en el que las baldosas adquieren espesor y forman 
capas que llenan el espacio. Las capas alternas son en realidad diferentes tese- 
laciones — las figuras que encajan para hacerlas no son simplemente baldosas 
planas engrosadas que encajan para formar un plano engrosado, como se puede 
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hacer fácilmente con cualquier forma que pueda engrosar el plano. Cada fi- 
gura, como verás, rellena parte de tres capas separadas en el teselado de relleno 


de espacio. 


Teselado tridimensional en capas - Perros 


== 
Pad 
El principio básico de cada figura 
individual es hacer que el 
“cuerpo” y el “subcuerpo” (como 
las extremidades y las orejas) que 
está unido al cuerpo, se formen en 
dos capas. Lo más importante es 
que el cuerpo y las extremidades 
están hechos de dos tablas separa- 
das en los patrones básicos utili- 


zando la técnica de teselado de su- 
perficie. 


- Construcción del teselado del plano 
Tipo rectangular - Movimiento paralelo 


Cuerpo 


Pata Pata 
trasera delantera 


- Construcción del teselado por capas - Construcción de un objeto 


individual 


Esta estratificación es para que el subcuerpo 
llene el espacio creado en la capa adyacente Al encajar las baldosas, en la capa 


del subcuerpo. 


pa, 


N 


vista frontal 


Fig. 2. 


ER 
lidia US Capa (B) E 


del subsuelo, una oreja pertenece al 
cuerpo de abajo y una pata trasera 
al cuerpo de la capa adyacente. 


vista lateral vista frontal 
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Esta forma de arte estaría mejor presentada en una animación que en imá- 
genes fijas, pero espero que a partir de mis imágenes dibujadas por ordenador 
de las formas tridimensionales y su construcción, sean capaces de comprender 
las ideas esenciales. 

Cada azulejo es una figura (generalmente un animal), construido en tres 
capas separadas, cada capa cortada de un tablón grueso. La capa media la llamo 
el cuerpo. El cuerpo está intercalado entre otras dos capas, que yo llamo el 
subcuerpo. El subcuerpo generalmente consiste en partes tales como miembros 
y orejas, que vienen en pares especulares que se adhieren a lados opuestos del 
cuerpo. Para cada figura, el cuerpo y el subcuerpo se cortan de dos tablas se- 
paradas; sus patrones básicos se determinan haciendo dos teselaciones planas. 
Las tejas que tienen el contorno del cuerpo hacen un teselado, mientras que las 
tejas que tienen el contorno del subcuerpo hacen el segundo teselado. Los pa- 
trones deben diseñarse de manera que se satisfagan simultáneamente dos cri- 
terios: (1) las partes del subcuerpo deben encajar en las posiciones correctas 
del cuerpo y (2) en la estratificación de las figuras, los subcuerpos de la capa 
inferior rellenarán exactamente los espacios de la capa adyacente del sub- 
cuerpo superior. En algunos patrones, el subcuerpo es la mitad del área del 
cuerpo y en otros tiene la misma área que el cuerpo. En el proceso de cumpli- 
miento (2), la regla que a veces se sigue es que la oreja pertenece al cuerpo de 
abajo y la pata trasera al cuerpo de la capa adyacente de arriba. Este desplaza- 
miento de las partes del subcuerpo entre las capas puede diseñarse libremente 
- esta es una característica principal del teselado tridimensional en capas. 

En la Fig. 2, los diagramas describen cómo se diseña una figura de perro 
(objeto individual) para un teselado en capas, y cómo las dos capas separadas 
de teselado del cuerpo y del subcuerpo encajan para formar el teselado de re- 
lleno de espacio en capas. Esto tipifica el proceso de diseño de tales teselacio- 
nes. 

Hay muchas variaciones posibles en estos mosaicos. Los teselados en las 
dos capas diferentes (capa corporal y sub-capa corporal) pueden ser de tipos 
completamente diferentes (como teselados planares), y también, las capas pue- 
den ser apiladas de diferentes maneras. Por ejemplo, las capas del mismo tese- 
lado (por ejemplo, la capa del cuerpo) se alternarán en el apilamiento, y se 
pueden apilar con o sin desplazamiento, o se pueden rotar entre sí, o se pueden 
colocar de manera que una sea la imagen especular de la otra. La Figura 3 
esboza cinco variaciones de teselados tridimensionales en capas. El teselado 
de perro de la Fig. 2 se muestra aquí como tipo (B). A continuación se presen- 
tan explicaciones más detalladas para los otros cuatro tipos de teselados en 
capas descritos en la Fig. 3: (A) Dinosaurio y (C) Gato están en la Fig. 4, (D) 
Ganso Salvaje y (E) Rana están en la Fig. 5. Finalmente, en la Fig. 6, damos 
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ejemplos de otros dos teselados en capas con diferentes propiedades de estra- 
tificación. 

El conejo utiliza un teselado que tiene rotaciones de 90%, con el subcuerpo 
de la mitad del tamaño del cuerpo y en la estratificación, desplazado en parte. 
Pegaso (con figuras voladoras, en lugar de las de reproducción de Escher - ver 
página 309) tiene rotaciones de 180” en los teselados planares así como entre 
capas, por lo tanto tiene rotaciones de 180” en cuatro ejes separados. Estos y 
otros teselados en capas se pueden ver en color en el CD Rom. 

Probablemente es difícil apreciar estos teselados tridimensionales en capas 
con sólo ver una masa de objetos individuales formar un bloque tridimensio- 
nal. Para entenderlos realmente y apreciarlos, es esencial utilizar una forma 
dinámica de presentación para mostrar el libre desplazamiento y la transfor- 
mación que se produce entre los objetos individuales y la masa sólida en la que 
se fusionan. 


Algunas variaciones sobre un tipo de patrón básico 


Aquí hay algunas variaciones de un tipo de patrón básico. Estos son ejem- 
plos de cuando el cuerpo, que es el elemento básico del objeto, está diseñado 
en una translación, o un patrón de movimiento paralelo en una capa en el tese- 
lado tridimensional de capas. Aunque el cuerpo está fijado a una forma, los 
miembros y otras partes subordinadas al cuerpo pueden dividirse y desplazarse 
libremente. A partir de estos ejemplos, puede ver que tiene más libertad para 
elegir el método de dibujo que desea utilizar que en la división de una superfi- 
cie plana. También hay otras variaciones aparte de éstas. 

Como mencioné anteriormente, esta forma de arte sería mejor presentada 
en una animación. La expansión de los ordenadores personales en los últimos 
años será un factor importante para que esto sea posible. 

El teselado tridimensional en capas también se puede utilizar como un 
rompecabezas, una aplicación que no sea una animación. Si las articulaciones 
de los animales se vuelven cinéticas por la modificación de algunas partes, el 
objeto en sí puede ser un rompecabezas tridimensional. 

Sin embargo, encuentro que lo más fascinante de los teselados tridimen- 
sionales es el placer de la creación. Esto es, sin duda, lo que mantuvo el interés 
de Escher por el teselado. En la actualidad hay bastantes personas que disfrutan 
del juego creativo de hacer teselaciones planas, y yo soy una de ellas. Creo que 
la técnica de teselado tridimensional en capas, que puede desafiar a cualquiera, 
les traerá nuevos placeres. 
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N Tipo de subcuerpo: 
E Espejado 
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(E) S 
¡OT 
10 


Tipo de sub cuerpo: 
180" de rotación en eje z 


Áreas del subcuerpo: 
50 por ciento del cuerpo 


(A) y (B) representan el movimiento paralelo con el subcuerpo con la mitad del tamaño del cuerpo. 
Estan clasificados en el mismo grupo pero se muestran como ejemplos de distintos estilos de cambio 
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Los Espejos del Maestro », 


Istvan Orosz 


, 


“La specchio e il maestro dei pittori” 
“El espejo es el maestro del pintor” 


Es Leonardo da Vinci quien escribe estas palabras [1], Para Leonardo, el 
espejo no es sólo un símbolo de un objeto cotidiano o una herramienta útil. En 
estas pocas palabras podemos discernir la eterna cuestión del arte: el dilema de 
mostrar ilusión y esencia, el mundo trascendente y empírico. El espejo es el 
punto de partida de toda presentación visual - sostener un espejo al mundo para 
enfrentarse a sí mismo es la metáfora más antigua del arte. 

Espejo y amo. Para mí, estas palabras han adquirido recientemente un sig- 
nificado personal. Me estaba preparando para el congreso de Roma que con- 
memoraba el centenario del nacimiento de Escher cuando recibí una carta de 
Bruno Ernst, amigo íntimo de Escher. Me envió un boceto a lápiz que mostraba 
un espejo y una puerta, pero dispuesto de una manera tan inteligente que la 
escena detrás de la puerta abierta sólo puede verse en el espejo (Figs. 1 y 2). 
Originalmente le ofreció la idea a Escher. Sugirió que Escher realizara una 
obra gráfica basada en el boceto, pero el artista enfermo no pudo realizarla. 
Obviamente la oportunidad de intentar lo imposible, de imaginarme en el lugar 
de Escher, me fascinó. ¿Qué habría hecho con la idea, cómo la habría desarro- 
llado aún más, si hubiera tenido la fuerza para trabajar en ella? Mientras hacía 
bocetos basados en la idea de Ernst, tenía la sensación de que los ojos de Escher 
me seguían, desde el punto de vista anamórfico de otra dimensión. 

El primer paso obvio antes de empezar a trabajar parecía ser el estudio de 
las piezas de Escher en relación con los espejos, y luego las de Bruno Ernst, 
en las que los espejos y la reflexión juegan un papel importante. Luego, final- 
mente, para recoger mis propios recuerdos: para repasar lo que ya había hecho 
con los espejos. Era inevitable recordar también algunas otras representaciones 
de espejos en la historia del arte, en parte como punto de referencia, o simple- 
mente porque no podía escapar a su influencia sobre mí. 
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Fig. 1. Bruno Ernst: The Magic 
Gate and the Mirror, dibujo a 
lápiz 


Fig. 2. Esquema de reflexión 
construido a partir del boceto de 
Bruno Ernst 


En el primer paso de mi estudio —examinando el trabajo de Escher con 
espejos— los escritos de Bruno Ernst me ayudaron. Como es sabido, Ernst 
clasificó y agrupó las obras de Escher durante su vida y estuvo en constante 
consulta con el artista. La primera categoría se titulaba Penetration of Worlds 
(Penetración de mundos). Las impresiones en este grupo, sólo una docena en 
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número, son todas de espejo. Podríamos dividir esta categoría en dos grupos 
separados: los espejos de superficie convexa y los espejos esféricos que son 
simultáneamente autorretratos. 

El mensaje de los autorretratos en espejo no es difícil de interpretar, espe- 
cialmente a la luz de las palabras de Leonardo. Pero si queremos una explica- 
ción más precisa, vale la pena recordar un notable espejo pintado unos qui- 
nientos años antes, no lejos de la patria de Escher. Este es el famoso espejo 
convexo que cuelga en el centro de la pintura de Jan van Eyck, justo detrás de 
la pareja de Arnolfini (Fig. 3). En el espejo se puede reconocer fácilmente al 
pintor al salir de la habitación. En la pared sobre el espejo hay una nota en 
latín: “Johannes de Eyckfuit hie”. Johannes de Eyck ha estado aquí. Tratemos 
de interpretar el misterioso texto junto con el espejo como si juntáramos los 
elementos de un rompecabezas. Todo iría bien así: Johannes de Eyck ha sido 
el espejo aquí. Esta no es sólo la filosofía del joven van Eyck, sino también la 
del arte en general, y la formulación más explícita del papel del artista. Así 
que, según Jan van Eyck, el artista no es más que el propio espejo, y esta idea 
se expresa también en los autorretratos esféricos de Escher. 


Fig. 3. Jan Van Eyck. Giovanni 
Arnolfini y su esposa, 1434 


También vale la pena examinar la pintura del Retrato de Arnolfini porque 
podemos considerarlo como una expresión temprana de la idea sugerida por 
Bruno Ernst. Mostrar una parte oculta de la escena a través de un espejo: esta 
fue la idea de Jan van Eyck. Algo muy similar sucede en Las Meninas pintadas 
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por Diego Velázquez (Fig. 4). De hecho, si cambiamos la posición del pintor 
y de la pareja, obtenemos casi el mismo escenario. Velázquez sólo muestra el 
reflejo de la pareja real, que de otro modo sería invisible. Están representados 
en el espejo que cuelga de la pared trasera del atelier y entendemos que deben 
haber estado en el primer plano no representado justo en el mismo lugar donde 
nosotros, los espectadores, estamos ahora (Fig. 5). Ambos cuadros se encuen- 
tran entre las pinturas más enigmáticas del arte europeo y el mensaje más im- 
portante que transmiten es hacer perceptible la huida de una representación 
tradicional del espacio. 


Fig. 5. El esquema de reflexión del 
cuadro Las Meninas de Diego Ve- 
Fig. 4. Diego Velázquez. Las Meninas, 1656  lázquez 
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Espejos y Perspectiva 


Un segundo tipo de representación en espejo se caracteriza por el enfoque 
que Escher utilizó en su litografía Still life with Mirror (Naturaleza muerta con 
espejo) (Fig. 6) y en su Woodcut Still life and Street (Naturaleza muerta y ca- 
lle). En ambas obras el espacio exterior que aparece en el espejo y el espacio 
interior que lo rodea se unen en una única visión coherente. Las perspectivas 
tanto de los espacios exteriores como del interior del espejo conducen a un 
punto de fuga común, de modo que sólo podemos adivinar que ya estamos 
“dentro” y que estamos atravesando la superficie del espejo como si nos hu- 
biéramos unido al antiguo pintor chino Vu Tao-ce [3]. 


Fig. 6. M.C. Escher. Still life 
with Mirror, 1934, litografía 


Espejo y perspectiva son inseparables desde el principio. Permítanme re- 
ferirme al famoso experimento de Brunelleschi con el espejo y el agujero de la 
imagen, en el que se dice que ha demostrado perspectiva por primera vez. En 
esa imagen delineó el Bautisterio Florentino visto desde la puerta principal de 
la catedral. Sabemos por los relatos y memorias contemporáneas [4] que había 
un pequeño agujero en el centro del panel pintado. El espectador debía pararse 
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en la puerta de la catedral y mirar a través de ese agujero desde la parte poste- 
rior del cuadro en un espejo plano sostenido de tal manera que reflejara la su- 
perficie pintada. Si se quitaba el espejo, el espectador podía ver el Bautisterio 
mismo, así que no notó ningún cambio. Las descripciones de los testigos fue- 
ron grabadas para documentar y comprender la manifestación, pero no hay 
ninguna indicación en las memorias de cómo Brunelleschi construyó la geo- 
metría de la pintura para crear la ilusión del espacio. Los historiadores del arte 
suponen que en esta obra Brunelleschi utilizó la técnica de la perspectiva li- 
neal: el mismo procedimiento que describió Alberti unos veinte años después. 


[5] 


Fig. 8. Comparar la imagen perforada 
con la realidad con la ayuda de un espejo 
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Fig. 7. El boceto de la escena del experi- 
mento de Brunelleschi: la realización de 
la primera imagen en perspectiva con la 
ayuda de dos espejos como 1 lo imagina. 
Creo que Brunelleschi utilizó un espejo no sólo para la demostración, sino 
también para la creación de la ilusión. De las memorias de Manetti se des- 
prende claramente que el cuadro mismo fue pintado en un espejo. 6] Tiene 
sentido pintar un cuadro en un espejo si la imagen aparece como un reflejo en 
el espejo - el pintor sólo necesita copiar ese reflejo en la superficie del espejo. 
Durante este procedimiento es muy importante tener en cuenta el punto de vista 
del observador. Para fijar el mismo punto de vista, la solución más práctica es 
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mirarse al espejo con un solo ojo, a través de un agujero en posición fija. Pre- 
sumiblemente Brunelleschi utilizó un escenario de espejos cuando hizo la “pri- 
mera perspectiva”. Cuando intenté dibujar el esquema de ese ensamblaje, me 
di cuenta de que esto no está muy lejos de la idea del bosquejo de Ernst (Figs. 
7 y 8). 

El descubrimiento de la perspectiva, o mejor dicho, el hecho de que los 
artistas del Renacimiento comenzaran a aplicar la perspectiva de manera que 
se convirtiera en parte del pensamiento europeo, trajo consigo un cambio cru- 
cial no sólo en el arte, sino también en el sentido filosófico del yo. Las conse- 
cuencias de esta invención no pueden ser sobreestimadas. El mundo tal como 
había sido comúnmente percibido y experimentado por todos cambió repenti- 
namente. Imaginemos las rejillas con las que se construye la perspectiva, la a 
menudo mencionada pirámide de Alberti. Esta es la configuración de los rayos 
visuales en un plano a medida que avanzan desde un objeto hacia el ojo en 
forma piramidal. Si nos movemos a la derecha o a la izquierda, o el punto de 
vista cambia de manera que ya no hay nada que veamos eternamente fijo. La 
infinidad del mundo está allí en la base de la pirámide de rayos, y en su extremo 
opuesto, en el vértice de la pirámide está ese cierto punto, nuestro ojo, lo que 
podríamos llamar el punto de Arquímedes. Y así descubrimos el Ser. La in- 
vención de la perspectiva, la idea del infinito y el sentido de la personalidad 
como si estuviera sola son piezas de la misma historia, iniciada en Italia. Y en 
esta historia continua, en su capítulo del siglo XX, Escher desempeñó un papel 
principal. Perspectiva, infinito, personalidad: teje estos tres elementos ad ab- 
surdum en su arte. 


Espejos e ilusión 


Otro uso de los espejos de Escher se puede ver en su litografía Magic Mi- 
rror, realizada en 1946 (Fig. 9). En este grabado, especialmente, la forma del 
espejo y su colocación en diagonal nos recuerda a la mayor parte del boceto de 
Bruno Ernst. Como si estuviera inspirado en los cuentos de Lewis Carroll, el 
espejo mágico transforma ingeniosamente la realidad y la ilusión entre sí. Las 
pequeñas criaturas de hadas aladas están dando vueltas y vueltas en una pro- 
cesión interminable. El espejo en el centro de la imagen es su lugar de naci- 
miento y renacimiento. Salen del espejo hacia la realidad como seres tridimen- 
sionales. En la litografía, la tarea del espejo mágico es reflejar la realidad y 
crear una nueva realidad al mismo tiempo. Bruno Ernst posiblemente quería 
referirse a esto, a la creación de una nueva realidad cuando eligió el título de 
Espejo Mágico para su libro sobre Escher [7], 
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Fig. 9. M.C. Escher. Magic Mirror, 1946, litografía 


Cuando se dibujó el bosquejo de Bruno Ernst en la Fig. 1 (o al menos 
cuando Ernst se lo mostró a Escher más de veinte años después de que se ter- 
minara la impresión Espejo mágico), el maestro ya estaba interesado en otras 
cosas. Tal vez lo más importante eran los “objetos imposibles”. De 1958 a 
1961 realizó sus tres importantes litografías: Belvedere, Waterfall y Ascending 
and Descending, que se consideran la cumbre de la obra. Las “Escherianas”, 
como dijo Bruno Ernst, son probablemente las caras más conocidas del artista. 
Estas son formas dibujables pero irrealizables en el mundo tridimensional. 
“Whoever Makes a Design without the Knowledge of Perspective will be Lia- 
ble to such Absurdities as are shewn in this Frontspiece”!3 fue escrito por Ho- 
garth en 1754 bajo uno de sus grabados en el que recogió las imposibilidades 
más absurdas (supuestamente quería hacer ridículo a un aristócrata diletante) 
[8]. Casi al mismo tiempo el arquitecto italiano Piranesi realizó sus Prisiones 
Imaginarias [9] en las que rompió con las tradicionales perspectivas, constru- 
yendo por primera vez espacios oníricos caprichosos, en los que las paredes, 
los arcos y las columnas no obedecen a las reglas académicas de la geometría 
sino a la expresión impulsiva del artista. 

Para Escher, la construcción de objetos imposibles significaba probable- 
mente una huida de la carga de la geometría formal, pero no significaba des- 
hacerse de las reglas como en el caso de Piranesi, y no significaba la parodia 


13 “Quienquiera que haga un diseño sin el conocimiento de la perspectiva será respon- 


sable de los absurdos que se muestran en esta pieza frontal.” 
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de las paradojas como en el caso de Hogarth. “Si quieres expresar algo impo- 
sible, debes atenerte a ciertas reglas”, dijo en una de sus conferencias. [10] 
Creo que podemos suponer que si Escher hubiera tratado la idea que le ofreció 
Ernst, seguramente habría hecho uso de su experiencia adquirida al dibujar 
formas imposibles. También podemos suponer esto porque más tarde el mismo 
Ernst se volvió en esa dirección. No sé si las discusiones entre Ernst y Escher 
tuvieron algo que ver con el hecho de que en sus fotografías Ernst analiza las 
conexiones entre los objetos imposibles y sus reflejos. En una de las obras de 
Ernst construye -al parecer precisamente- el objeto más conocido y más simple 
imposible, el tribar de Penrose [11], pero la extrañeza que crea se hace evi- 
dente sólo cuando se mira en un espejo situado junto al objeto. El ángulo del 
espejo revela que las tablas que componen el tribar están doblemente rotas y 
torcidas (Fig. 10). Siento una incertidumbre enfermiza cuando veo el mismo 
conjunto de objetos en diferentes posiciones en una segunda foto. Aquí, cam- 
biando la ubicación de la cámara (que es nuestro punto de vista), el objeto visto 
en el espejo se vuelve imposible. La conclusión podría ser que lo imposible es 
verdadero y lo real es falso. 


Fig. 10. Bruno Ernst. Fotografía de un tribar imposible, 1985 


Otros artistas como Shigeo Fukuda y Sandro del Prete también notan que 
las formas consideradas imposibles no son realizables, sino sólo para una 
forma de pensar tradicional y convencional. Desde un punto de vista más as- 
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tuto —si se quiere, con visión anamorfa— no son irreales [12]. No es casuali- 
dad que use la palabra anamorfosis. [13] Admito que he estado tratando con 
este campo del arte por más de una década. La anamorfosis se desarrolló en la 
época del Alto Renacimiento y las obras de arte que empleaban esta técnica 
fueron populares en los siglos XVI y XVII. La técnica ha sido más o menos 
olvidada desde entonces. Los historiadores del arte utilizan esta palabra para 
referirse a figuras distorsionadas sin significado que ganan su mensaje sólo 
cuando son vistas desde un ángulo particular o a través de una lente especial o 
en la superficie de un objeto espejo. Quizás mis juegos de espejos y experi- 
mentos le dieron a Bruno Ernst la idea de enviarme el dibujo originalmente 
hecho para Escher. El cilindro espejo de las anamorfosis y el espejo que apa- 
rece en el boceto de Ernst cumplen, de hecho, la misma función, ya que ambos 
hacen visible el significado oculto de la imagen. En el primer caso, el espejo 
forma parte del dibujo, mientras que en el segundo caso es un objeto real inde- 
pendiente de la imagen. La diferencia crucial no es esto, sino el carácter de la 
imagen que aparece en el espejo, “la imagen en la imagen”. En contraste con 
la realidad bidimensional del dibujo, la imagen de la anamorfosis es sólo un 
fenómeno virtual, que no es evidente ni en la figura plana de la impresión ni 
en la superficie del espejo colocado sobre la impresión. “Especulación de dos 
y media dimensiones”, podemos decir, refiriéndonos a las dos palabras latinas 
especulum y speculari, que significan espejo y pensamiento. Así podemos in- 
terpretar la conexión entre ellos como: pensar significa reflexionar. De esta 
manera, la reflexión y el pensamiento son dos partes de la ecuación - este men- 
saje también se incluye en las palabras de Leonardo sobre el maestro. 


Espejos en mi obra 


De entre mis trabajos preparados para el Congreso de Escher, creo que el 
grabado The Well (El Pozo) (Figs. 11 y 12) es el más cercano a la idea de Bruno 
Ernst, al menos si pienso en su idea de mostrar un paisaje de cuento de hadas 
detrás de la puerta. La costa de la bahía de Amalfi es un lugar encantador como 
un cuento de hadas y fue un lugar excepcionalmente especial para Escher, 
quien ha descrito su hermoso tiempo pasado allí. En mi impresión, diseñé la 
parte delantera de la puerta en la pared para incrustar el autorretrato de Escher 
de 1934, que se puede ver en un cilindro de espejo colocado en el dibujo del 
pozo. (En otras palabras, sólo puede verse anamórficamente). He mencionado 
que hacia el final de su vida, espacios y objetos imposibles atrajeron a Escher. 
A mí también me ha atraído la representación de las imposibilidades. En mi 
trabajo Up and down (Fig. 13) intenté dibujar un espejo imposible que pudiera 
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mostrar o reflejar las dos escaleras detrás de dos puertas opuestas. El Cisne 
(Fig. 14) es también un ejemplo de una paradoja de reflexión. No sólo es ex- 
traño el reflejo del pájaro (se cambian los lados izquierdo y derecho), sino que 
también el pabellón imposible parece ser posible cuando se refleja en la super- 
ficie del lago. 


Fig 11. István Orosz. The Well, homenaje a M.C. Escher y Bruno Ernst, 1998, agua- 
fuerte. 
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Fig. 13. István Orosz. Up and Down, Fig. 14. István Orosz. The Swan, 1996, 
1998, aguafuerte aguafuerte 


— 274 — 


a 


Fig. 15. István Orosz. Johannes de Eyekfilit hie, 1997, aguafuerte 


Fig. 16. István Orosz. Arnol- 
fini-anamorfosis, aguafuerte, 
1996 


Johannes de Eyck fuit hie (Fig. 15) es el título de mi dibujo que utiliza 
elementos de la pintura de Arnolfini; aquí intento mostrar el mundo detrás de 
la puerta con la ayuda de dos espejos. Mi anamorfosis de Arnolfini (Fig. 16) 
es una especie de “doble reflexión”. Quería presentar el famoso espejo esférico 
—colgado en el fondo del cuadro de Van Eyck— de tal manera que el espec- 
tador sólo pudiera reconocer las figuras distorsionadas en la superficie de un 
cilindro especial de espejo. Mi anamorfosis de Escher (Fig. 17) es también una 
especie de “doble reflexión”. Distorsioné anamórficamente una de sus litogra- 
fías de autorretratos enmarcada en un círculo, de modo que la imagen original 
sólo puede ser recapturada en el reflejo de un cilindro de espejo. (Dediqué este 
trabajo a Kelly Houle, quien hizo varios ejemplos interesantes de dobles refle- 
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xiones y anamorfosis.) En mi grabado Balcón (Fig. 18) he estudiado la refle- 
xión desde una combinación de dos puntos de vista realizados en un espacio 
paradójico. 


Fig. 17. Istvan Orosz. Escher- 
anamorfosis (para Kelly 
Houle) grabado, 1998 


Fig. 18. Istvan Orosz. Balcón, 
1997, grabado 


Aunque empecé con un estudio de las obras de Escher, y el bosquejo de 
Ernst inflayó mucho en mi forma de pensar, todavía (inconscientemente o qui- 
zás conscientemente) he creado mis propias obras independientes. Siguiendo 
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mi propio camino, quería ser fiel al espejo. Permítanme citar de nuevo a Leo- 
nardo: “L'ingegno del pittore vuol 'esserea similitudine dello specchio” 114). 
“El espíritu del pintor debe asemejarse al espejo”. Leonardo deja claro que la 
actitud muy humana en la que como individuos nos referimos a todo en rela- 
ción con nosotros mismos, es decir, como un reflejo en un espejo. No podemos 
ver, sentir, percibir nada objetivamente, separados de nosotros mismos. Pen- 
sar, escribir un poema, crear una obra de arte o mirarse en un espejo son bási- 
camente lo mismo. Cuando queremos encontrar el espíritu de la obra de Es- 
cher, siento que es importante realizar el gesto individual de mirar al espejo. 
En este gesto, uno no puede ser un extraño, así que Escher dejó de representar 
cierta parte del mundo que veía. Para mí, las palabras de Leonardo dicen que 
en el espejo de mis obras Ernst se refleja de alguna manera, y él está ahí en la 
obra de Escher, y en la obra de Escher la cara de Leonardo también se ilumina 
un poco. Y así sucesivamente. 
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Teselados y otras impresiones inusuales Co 
relacionadas con Escher > 
Peter Raedschelders 


Las matemáticas son belleza. Para la mayoría de las personas, esto es difí- 
cil de entender. Las matemáticas son a menudo sinónimos de símbolos y fór- 
mulas extrañas, que sólo los matemáticos entienden. ¿Cómo puede algo que es 
agradable de ver ser el resultado de estas fórmulas? Uno puede usar estas fór- 
mulas para hacer gráficos, y tan pronto como usamos estos gráficos para hacer 
dibujos, suceden cosas extrañas. A primera vista, estos dibujos tienen poco que 
ver con las matemáticas. Sin embargo, si uno mira más de cerca, la matemática 
detrás de los dibujos se vuelve más clara. Muchas de las impresiones de M.C. 
Escher pueden considerarse “matemáticas”. Para la mayoría de la gente, estos 
grabados fueron su primer y único conocimiento de este tipo de dibujo, Escher 
a menudo afirmaba que entendía poco de matemáticas, pero sin embargo mu- 
chos de sus grabados son el resultado de ello. ¿Y quién dice que las impresio- 
nes de M.C. Escher no son hermosas? 

La creación de patrones similares a los de Escher es un verdadero desafío. 
El reto es hacer tales dibujos sin copiar a Escher y, por supuesto, sin tratar de 
ser tan bueno como Escher, porque eso sería imposible. Para mis impresiones, 
las matemáticas se utilizan a menudo como punto de partida, pero no siempre. 
A veces, el simple plegado del papel da una nueva idea para una impresión. 
Pero todas mis huellas son el resultado del desafío de M.C. Escher. Y no hace 
falta ser un matemático o un artista para crear este tipo de dibujos. Las impre- 
siones aquí son el resultado de un pasatiempo y mucha paciencia por parte de 
un no matemático y un no artista. Estas impresiones ilustran una serie de téc- 
nicas para crear patrones similares a los de Escher. 

Todos los dibujos son hechos a mano y después se hacen impresiones de 
ellos. El ordenador sólo se utilizó como ayuda para preparar algunos bocetos 
y gráficos preliminares. Explicaremos en términos generales algunos de los 
métodos utilizados y esperamos estimular su imaginación para crear este tipo 
de dibujos por su cuenta. Las definiciones utilizadas no son completamente 
correctas desde el punto de vista matemático, pero esperamos que sean lo su- 
ficientemente claras para que usted pueda entender las ideas. 
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Tortugas hiperbólicas 


Un recubrimiento consiste en un conjunto de baldosas que cubren el plano 
sin huecos ni solapamientos. Para que sean regulares, todas las baldosas deben 
tener el mismo tamaño y forma. Pero también es posible realizar recubrimien- 
tos cerámicos con baldosas que tienen la misma forma general, pero que se 
deforman ligeramente de una baldosa a otra. 


DRIL há: 3 > Fig. 1. Rejilla de hipérbolas en la que 
se basa la Fig. 2 


Fig. 2. Peter Raedschelders, Hyperbolic Turtles, 1984 
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Para realizar este tipo de embaldosado, lo primero que se necesita es una 
baldosa básica: una tortuga en nuestro primer ejemplo. La tortuga es simple- 
mente un rectángulo que ha sido deformado. Encontrar esta deformación es 
parte del juego. La tortuga fue el resultado de muchas pruebas y errores, pero 
ahora hay un buen software de computadora que reduce enormemente el 
tiempo empleado en encontrar un azulejo básico. Después de haber encontrado 
la tortuga, ahora podíamos hacer un azulejo normal, pero Escher ya lo había 
hecho, así que tratamos de hacer algo diferente. Dado que una cuadrícula de 
hipérbolas contiene rectángulos deformados (Fig. 1), y debido a que la tortuga 
es en sí misma un rectángulo deformado, fue fácil encontrar una solución (Fig. 
Ze 


M6 Pa 


Fig. 3. Peter Raedschelders, Tortugas con Fig. 4. M.C. Escher, División Regular 
Límite Fronterizo, 1984 del Plano VI, 1957. Xilografía 


Tortugas con Límite 


En la Fig. 3, las mismas tortugas son ahora deformadas para hacer un azu- 
lejo con un borde como límite. Este fue el primer paso en nuestra búsqueda 
para encontrar un recubrimiento que estuviera completamente rodeado de lí- 
mites fronterizos. Escher produjo un mosaico de reptiles con un solo borde 
como límite (Fig. 4). Al hacer esto, tuvo éxito en hacer una división repetitiva 
del cuadrado que también podría ser usada como la división subyacente en su 
impresión Square Limit (Límite Cuadrado) (Fig. 5), que está completamente 
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rodeada por los límites de los bordes. Los estudios de Escher sobre estas im- 
presiones de “división” autosimilares (mal identificadas como estudios para 
Smaller and Smaller) pueden verse en [5, pp. 68-69]; su explicación está en [1, 
pp. 168-169], y la explicación de Bruno Ernst está en [3, pp. 103-105]. Des- 
afortunadamente no pudimos ir más lejos con nuestro límite de tortugas en la 


AS 


AS 


LADA AA 


frontera. 


A AIMAR TENA 1d S a; 
Fig. 5. M.C. Escher, Square Limit, 1964. Xilogra- Rejilla de Escher en la que se 
fía basan las Figs. 4 y 5 
Cierres 


El recubrimiento de la Fig. 6 resuelve nuestro problema: se puede dibujar 
completamente en una hoja de papel, y los lados tienen límites en los bordes. 
La idea básica es bastante simple: dividir el cuadrado central en dos triángulos 
isósceles rectos, colocar a cada lado de estos triángulos otros triángulos isós- 
celes rectos más pequeños y repetir este procedimiento. Esto es similar al pro- 
cedimiento de Escher. 

Está claro que los triángulos pueden ser usados como baldosas. El segundo 
proceso es deformar cada azulejo en un objeto o animal reconocible. Primero, 
cada lado de un triángulo tiene que ser reemplazado por la misma curva o el 
mismo conjunto de líneas. Debido al aspecto simétrico de los dos triángulos 
más grandes, la curva en sí tiene que ser simétrica. En segundo lugar, hay que 
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imaginar la nueva forma como un objeto o un animal; en este caso hemos re- 
conocido una foca. El resultado es un octógono no regular lleno de sellos, si- 


Fig. 6. Peter Raedschelders, 
Seals, 1985 


ed 


SS 
NS 


ES 


pS 


Fig. 7. Peter Raedschelders. Mariposas, 1985 


Mariposas 
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El punto de partida de la impresión de la Fig. 7 fue un hexágono regular. 
De nuevo intentamos hacer un revestimiento con límites de borde, pero los 
resultados fueron diferentes a los de la Fig. 6. Aquí, el límite es un fractal. 
Nunca podremos llegar al borde final de este revestimiento en un número finito 
de pasos. En lugar de un límite de borde regular, tiene varios límites de puntos 
dentro del recubrimiento. Era imposible para nosotros usar una sola baldosa 
para rellenar completamente el patrón, así que nos vimos obligados a inventar 
dos tipos de baldosas. Ambos azulejos se deformaron en diferentes tipos de 
mariposas. 

Debido a la forma de las mariposas, el recubrimiento tiene algunos huecos, 
por lo que ciertamente no es perfecto desde un punto de vista matemático. Pero 
de nuevo, con la ayuda de algunas formas matemáticas simples, hemos creado 
alguna belleza o al menos algo agradable de mirar. El centro de esta impresión 
recuerda el dibujo de simetría de Escher 65 con polillas, basado en cuadrados 
en lugar de hexágonos [7, p. 167], 


Estegosaurios 


A veces, el simple hecho de doblar el papel da una idea para hacer un re- 
cubrimiento. Tome una hoja de papel cuadrado. Dobla el papel por la mitad en 
diagonal para formar un triángulo isósceles. Ahora toma un punto de vista de 
45” del triángulo y dóblalo en el otro punto de vista de 45”, haciendo un trián- 
gulo isósceles más pequeño de la mitad del área. Repita este proceso para hacer 
triángulos rectángulos isósceles cada vez más pequeños. Obtendrá un conjunto 
de triángulos, cada uno de ellos de la mitad del tamaño del anterior. Este con- 
junto de triángulos se puede utilizar para hacer un revestimiento (ver abajo). 


La cuadrícula en la que se basa la Fig. 8 


Cuando hice esta división en triángulos para la Fig. 8, mi hija Bárbara es- 
taba muy interesada en los dinosaurios, así que decidí deformar cada triángulo 
en un estegosaurio. El problema era que el azulejo completo sólo ocupaba me- 
dio cuadrado. Como resultado, este conjunto de triángulos no era muy útil para 
hacer una impresión atractiva. Para resolver este problema, los estegosaurios 
fueron dibujados en su entorno natural. 
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Fig. 8. Peter Raedschelders, Stegosaurs, 1994 


Peces tropicales y cinco serpientes 


A veces un boceto matemático resulta en dos impresiones totalmente dife- 
rentes. Hasta ahora hemos considerado las rejillas utilizadas para los embaldo- 
sados como planas. Pero, ¿qué sucede si uno considera que las rejillas son tri- 
dimensionales? Una cuadrícula de cuadrados en las paredes, el suelo y el techo 
de un cuarto de baño puede rellenarse con baldosas cuadradas, y el resultado 
es un revestimiento de una superficie tridimensional. Sin embargo, se puede 
utilizar la misma cuadrícula para definir cubos tridimensionales. Estos cubos 
pueden ser usados para dibujar casas. Ahora se considera que la cuadrícula es 
tridimensional. 

Primero tomamos una cuadrícula de hipérbolas (Fig. 9a) y la llenamos de 
peces tropicales, obteniendo la Fig. 9b, un embaldosado del mismo tipo que el 
embaldosado con tortugas de la Fig. 1. La única diferencia entre estas dos hue- 
llas es que para las tortugas usamos cuatro “ejes”, mientras que para los peces 
tropicales usamos cinco. 
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Fig. 9. (a) Cuadrícula de hipérbo- 
las en las que se basan las impre- 
siones de la página siguiente 


(b) Peter Raedschelders, Tropical 
Fishes, 1993 


(c) Peter Raedschelders, Five 
Snakes, 1994 


Luego, tomamos exactamente la misma cuadrícula con las mismas hipér- 
bolas, pero ahora la usamos para construir una estructura tridimensional, de la 
misma manera que dibujamos casas usando una cuadrícula. La cuadrícula hi- 
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perbólica también muestra “cuadrados” pero ahora están curvados. El resul- 
tado (Fig. 9c) difiere totalmente de un revestimiento: aparecen superficies cur- 
vas complejas. Cinco serpientes viven en este mundo, y si uno mira muy cui- 
dadosamente, uno puede ver que las serpientes viven en una sola superficie. 
Probablemente el único lugar donde un mundo así podría existir es en algún 
lugar muy lejano del universo. 


Ciudad con túnel 


Existen otros mundos extraños. Sólo un pequeño número de personas vi- 
ven allí, por lo que la ciudad es bastante pequeña en la Fig. 10. No sólo pe- 
queña, sino también peligrosa. Puedes dar un paseo seguro por la ciudad, pero 
ten cuidado de no caer en el túnel (en la parte superior de la plaza). Si caes en 
ese agujero, no entres en pánico, sólo sigue el túnel. Después de un tiempo 
verá el final del túnel. Si luego sales, estarás exactamente en el mismo lugar 
por donde entraste en el túnel. Verás los mismos edificios, la misma ciudad, 
¡pero estás en el lado opuesto de la plaza! 


Fig. 10. Peter Raedschel- 
ders, City with Tunnel, 
1993 


Había una vez un matemático que vivía en esta ciudad. Sugirió construir 
una cúpula en la parte inferior de la plaza que cubriera todo el “suburbano”. 
En ese caso, toda la ciudad se construiría según un modelo matemático que él 
mismo describió. La ciudad con cúpula es una Botella de Klein, que lleva el 
nombre del matemático alemán Felix Klein (1849-1925). Escher también creó 


— 287 — 


tales mundos imaginarios: Double Planetoid (página 58) y Tetrahedral Plane- 
toid [1, cat. no. 395]; se pueden ver grandes reproducciones de éstos y estudios 
para ellos en [5, pp. 94-97], 


(a) Si uno mira la ciudad en la Fig. 10 desde el lado derecho, se ve así, sólo se agranda 
el túnel. La deformación del túnel no cambia la topología de la ciudad, (b) Después de 
construir la cúpula, la ciudad se ve así; se trata de una botella de Klein 


Fig. 11. Peter 
Raedschelders, 
Space, 1994 


Espacio 
En cuanto se trata de la tercera dimensión, se plantea el problema de la 


perspectiva. Cuando dibujamos un cubo, normalmente usamos tres puntos de 
fuga para dibujarlo en la perspectiva correcta. Dependiendo de la posición del 
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cubo en relación a nuestro ojo, hay diferentes puntos de fuga. Pero ¿qué pasa 
cuando dibujamos un cubo con cuatro puntos de fuga, uno a la izquierda, otro 
a la derecha, otro arriba y otro abajo? Para mostrar esto, necesitamos varios 
cubos colocados uno al lado del otro y uno encima del otro. Repetimos este 
proceso para construir una verdadera estructura tridimensional, y para darle 
más profundidad, colocamos algunos “animales-espacio” en ella. La impresión 
de la Fig. 11 consiste en 54 triángulos, todos con el mismo patrón de líneas. 
Escher utilizó la perspectiva ordinaria en varias de sus impresiones, pero uti- 
lizó una perspectiva no estándar en House of Stairs [1, cat. no. 375], [5, pp. 
120-126]. 


Patos 


Uno de los problemas no resueltos con los embaldosados es, “¿Existe una 
sola baldosa que forme un conjunto aperiódico?” Esto significa que cada em- 
baldosado realizado con copias de esta baldosa es necesariamente no perió- 
dico. Si tomamos una copia de un azulejo y la movemos en una cierta dirección 
a una cierta distancia, decimos que la copia ha sido trasladada a una nueva 
posición. A menudo es posible que la copia coincida con el revestimiento ori- 
ginal. Si podemos hacer esto en dos direcciones no paralelas, el revestimiento 
es periódico. Si no podemos hacer esto, no es periódico. La impresión Turtles 
with border limit (Fig. 3) no es periódica, porque sólo hay una dirección de 
movimiento coincidente. Usamos tortugas con la misma forma pero de dife- 
rentes tamaños en esa impresión. Lo que buscamos es un revestimiento no pe- 
riódico con baldosas idénticas, todas del mismo tamaño y forma. Así que la 
pregunta sin respuesta es: “¿Es posible encontrar una baldosa de forma que, 
utilizando copias idénticas, sólo sea posible realizar recubrimientos no perió- 
dicos? 


a b E 
Fig. 12. La baldosa con forma de pato, basada en un hexágono regular. 


Durante nuestra búsqueda de esta baldosa especial, no la encontramos, 
pero encontramos una baldosa (Fig. 12a) que hace bonitos recubrimientos no 
periódicos así como periódicos. Esta baldosa se basa en un hexágono (Fig. 
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12b). Deformamos el azulejo en un pato, e hicimos un azulejo no periódico 
con el azulejo del pato. 

En el centro de la impresión (Fig. 13) hay una hilera infinita de patos ne- 
gros, todos mirando hacia la izquierda. Tan pronto como se dibuja esta primera 
hilera de baldosas, se fuerzan todas las demás hileras de patos, es decir, se 
determina completamente la posición de todos los demás patos en la baldosa; 
no hay otra forma posible de completar la baldosa. Si usted trata de colocar los 
patos de otra manera, después de un tiempo, encontrará lugares donde los patos 
no encajan correctamente. Habrá lagunas o solapamientos y, por supuesto, esto 
no está permitido. 


Fig. 13. Peter Raedschelders, Ducks, 1995 


— 290 — 


El pato tiene seis orientaciones diferentes porque su forma se basa en un 
hexágono. Coloreamos tres orientaciones en negro, y las otras tres en blanco. 
Debido a que todas las filas (excepto la central) son forzadas, los diferentes 
grupos triangulares de patos, que son visibles en la impresión, también son 
forzados. Cada uno de estos triángulos tiene 2” — 1 patos. 

Echemos un vistazo al triángulo izquierdo con el tamaño 7 (sobre la fila 
central). Sin contar los patos en los vértices, el triángulo consiste en 7 patos de 
la fila central a lo largo de la parte inferior, 7 patos negros hacia arriba en el 
lado izquierdo y 7 patos blancos hacia abajo en el lado derecho. En el vértice 
superior de este triángulo hay de nuevo un pato negro mirando hacia arriba. 
Ahora parece que tenemos el mismo patrón si tomamos el triángulo del tamaño 
7 en el lado derecho (por encima de la fila central). Esto significaría que hemos 
encontrado una primera dirección de traducción, y si pudiéramos encontrar una 
segunda, la impresión sería periódica. Pero mira el pato en el vértice superior 
del triángulo en el lado derecho - es un pato blanco mirando hacia abajo, y 
como todas las filas son forzadas, no tuvimos opción para la orientación de 
este pato. Así que los dos triángulos, incluyendo sus patos superiores, no son 
los mismos. Por lo tanto, no hay translación a la derecha o a la izquierda por 8 
tramos de pato. Así que no tenemos periodicidad para dos triángulos de tamaño 
7. Como podemos repetir este procedimiento para todos los tamaños de trián- 
gulos, la impresión no es periódica. También se puede ver fácilmente que los 
triángulos se hacen cada vez más grandes y que no habrá una segunda fila 
infinita en algún lugar que se vea igual que la fila central. Esta segunda fila 
infinita también sería necesaria para tener periodicidad. 

Cuando se observa sólo la coloración (y no la orientación de los patos), 
probablemente se piensa que el revestimiento es muy simétrico (sin considerar 
la fila central, por supuesto) con respecto a un cambio de colores a través de 
una línea central. Parece que cada pato negro por encima de la fila central tiene 
una contraparte blanca en el mismo lugar debajo de la fila central. Pero una 
vez más esto no es cierto. Es importante recordar que todas las filas son forza- 
das, lo que significa que las orientaciones de todos los patos en cada fila tam- 
bién son forzadas. Dado que la coloración depende de la orientación, también 
se fuerza la coloración del recubrimiento. Ahora mira la fila superior de la im- 
presión. Sólo se dibuja una parte de esa fila. A la izquierda hay patos negros, 
a la derecha patos blancos. Si el color de la impresión fuera simétrico con res- 
pecto a una línea central, la fila inferior de la impresión sería blanca a la iz- 
quierda, negra a la derecha. Pero es todo lo contrario. Por lo tanto, el color de 
la impresión no es simétrico. 

Así encontramos una sola baldosa que permite un revestimiento no perió- 
dico. Si este recubrimiento fuera el único posible, se resolvería el problema de 
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encontrar una baldosa aperiódica. Pero como mencionamos antes, esta baldosa 
de pato también permite revestimientos periódicos. En la Fig. 12b, mostramos 
que la baldosa de pato estaba basada en un hexágono. Las tres esquinas están 
marcadas A, B y C. Para los dos lados del hexágono que se encuentran en la 
esquina A, la esquina A es un centro de rotación. Lo mismo ocurre con los 
lados que se encuentran en las esquinas B y C. Según el teorema “Hexágono 
de Escher” tratado en [7] y [6], la baldosa de pato es un “Hexágono de Escher”. 
Escher utilizó el “Hexágono de Escher” para producir varios recubrimientos 
periódicos, incluyendo el más famoso de lagartos, su dibujo de simetría 25 
(página 427). 

El “Hexágono de Escher” se basa en una baldosa hexagonal convexa de la 
que Escher leyó en un artículo del matemático F. Haag. Haag mostró que un 
hexágono de este tipo revestirá el plano de forma periódica y Doris Schattsch- 
neider tuvo la amabilidad de informarme de que la baldosa de pato puede con- 
siderarse de este tipo [8], por lo que la baldosa de pato puede producir revesti- 
mientos periódicos. Para el embaldosado periódico no hemos deformado la 
baldosa en un pato, sino que la hemos deformado en un animal de peluche (en 
el CD Rom). El animal de peluche tiene un aspecto diferente al de un pato, 
pero las propiedades de los azulejos son las mismas. 


Conclusión 


A menudo las ideas simples conducen a bellos recubrimientos (con o sin 
azulejos reconocibles) y este mundo, el mundo de los recubrimientos cerámi- 
cos, no es sólo dominio de los matemáticos. Para entrar en este mundo todo lo 
que necesitas es un pedazo de papel y un lápiz. Escher hizo obras maestras de 
alicatados y, junto con ellos, nos planteó el reto de crear diseños de inspiración 
similar. Podemos admirar las obras maestras y debemos aceptar el reto. Con la 
ayuda de algunas matemáticas, algo de imaginación y mucha paciencia, como 
un honor para M.C. Escher, podemos afrontar este reto para demostrar que las 
matemáticas son belleza. 
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Patrones similares a Escher de recubrimientos Co 
pentagonales > 


Marjorie Rice 


Mi primer contacto con los azulejos pentágonos fue en las columnas de los 
“Juegos Matemáticos” de la revista Scientific American, en julio y diciembre 
de 1975. Aunque cada triángulo y cada cuadrilátero puede embaldosar el plano 
(es decir, rellenar el plano con copias congruentes, sin huecos ni solapamien- 
tos), sólo ciertos tipos de pentágonos pueden embaldosar el plano. Hasta el 
artículo de Gardner, se creía que todos esos tipos eran conocidos; había ocho 
tipos diferentes. 

Me fascinó el tema y quise entender lo que hacía que cada tipo fuera único. 
Carente de formación matemática, desarrollé mi propio sistema de notación y 
en pocos meses descubrí un nuevo tipo que envié a Martin Gardner. Se lo envió 
a Doris Schattschneider para determinar si realmente era un tipo nuevo, y de 
hecho lo era. 

Ese fue mi primer contacto con Doris y a partir de ese momento nos man- 
tuvimos en contacto en relación con los recubrimientos pentagonales. Fue por 
su interés y aliento y la información que me envió que continué en la búsqueda 
que finalmente me llevó al descubrimiento (durante un período de dos años) 
de otros tres nuevos tipos que fueron nombrados tipos 11, 12 y 13. (Aunque 
mi primer descubrimiento fue nombrado tipo 9 porque era similar a los tres 
últimos tipos de los reportados por Gardner, un científico de computación de 
California en realidad había descubierto el primer nuevo tipo, el cual fue nom- 
brado tipo 10). Un relato detallado de estos descubrimientos se encuentra en el 
capítulo “In Praise of Amateurs”, en The Mathematical Gardner [5], y más 
detalles matemáticos de toda la historia de las baldosas del pentágono se en- 
cuentran en [6]. 

Debo mencionar que todos los nuevos tipos de pentágonos de azulejos que 
se descubrieron tenían la propiedad de que sólo pueden azulejar el plano de 
una manera llamada no transitiva, o no isoédrica. Esencialmente, esto significa 
que aunque todas las baldosas de un azulejo de este tipo son congruentes, es 
posible elegir dos baldosas en el embaldosado para las que cada movimiento 
rígido que envía una baldosa escogida sobre la otra no envía todas las baldosas 
del embaldosado sobre otra baldosa del embaldosado (es decir, el embaldosado 
no es invariable en estos movimientos). Por otro lado, para cada nuevo tipo, 
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había un bloque de dos baldosas o un bloque de tres baldosas para las que el 
revestimiento del bloque era isoédrico. Estos recubrimientos se denominan 
transitivos de dos o tres bloques (o 2-isoedros o 3-isoedros). Me propuse de- 
terminar todos los posibles recubrimientos transitivos de 2 y 3 bloques me- 
diante pentágonos congruentes. 

Durante la búsqueda me encontré con muchos nuevos recubrimientos por 
pentágonos. Por lo general, se producían por distintas formas de yuxtaponer 
los tipos 1 o 2, los más comunes. Se los enviaba a Doris y ella me seguía en- 
viando información útil sobre el tema, incluyendo manuscritos, folletos y ar- 
tículos de revistas matemáticas. A través de sus esfuerzos algunos de mis re- 
cubrimientos fueron impresos en artículos sobre embaldosados pentagonales 
(ver referencias). En 1993 envió copias impresas por computadora de un pro- 
grama “Reptiles” de Daniel Huson que podía utilizarse para encontrar infor- 
mación combinatoria sobre todos los tipos posibles de recubrimientos de 1-, 2- 
y 3-isoedros de borde a borde por pentágonos; había 73 recubrimientos en to- 
tal, con sólo siete que eran isoédricos. El programa “Reptiles” no pudo deter- 
minar cuándo en un patrón de 2- o 3-isoedros los pentágonos de un bloque eran 
forzados a ser incongruentes o si posiblemente todos ellos podían ser con- 
gruentes. Eso fue lo que me propuse determinar, utilizando una búsqueda ex- 
haustiva caso por caso de las 66 posibilidades. Cuando terminé la búsqueda, 
me alegré al ver que, aunque todos los recubrimientos de 1 y 2 bloques ya 
estaban en mi colección, había un nuevo recubrimiento de 3 bloques por pen- 
tágonos congruentes que añadir. 


(a) (b) 
Fig. 1. (a) Un diagrama simbólico que muestra cómo los ángulos de las copias de un 
pentágono se juntan en una baldosa, y qué lados son iguales entre sí, (b) Una porción de 
la baldosa del pentágono determinada por las condiciones indicadas en (a) 

El diagrama que fue mi clave para encontrar los diferentes azulejos es una 
pequeña forma de cinco lados como las casitas que los niños dibujan. Cada 
esquina representa un ángulo del pentágono; están marcadas A, B, C, D y E, 
con A en el pico y en sentido contrario a las agujas del reloj. La figura 1(a) es 
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un diagrama típico. Los símbolos que conectan ciertas esquinas se dibujan den- 
tro del diagrama para indicar qué esquinas se encuentran en el recubrimiento. 
Un símbolo es una forma de carpa que se extiende hasta tres esquinas que se 
juntan en el revestimiento; esos ángulos suman 360”. Una sola línea extendida 
hasta dos esquinas significa que esas esquinas están unidas en el embaldosado; 
sus ángulos suman 180”. Si esas dos esquinas tienen ángulos de 90? cada una, 
se marcan con una pequeña forma de v en cada una de ellas, en lugar de con 
una línea que une a las dos. Un ángulo de 120" en el que tres baldosas se unirán 
en un punto se indica con dos “v” pegadas, y un ángulo de 60” en el que seis 
baldosas se unirán en un punto se indica con el mismo símbolo con una barra 
en el centro. Cuando dos de un ángulo y un ángulo diferente se unen en el 
patrón y suman 360", los dos ángulos se unen por un símbolo “Y”, con la hor- 
quilla en el extremo del ángulo repetido. Otro símbolo, una pequeña v sujeta a 
la parte superior de la forma de la carpa, indica cuatro ángulos que se juntan 
en el patrón; aquí, dos ángulos iguales y dos diferentes suman 360". 

Estos diagramas simbólicos dan una indicación de un posible recubri- 
miento y permiten ver rápidamente las ecuaciones angulares que deben ser sa- 
tisfechas. En un diagrama para un mosaico de 2 bloques, cada esquina del dia- 
grama debe ser tocada exactamente dos veces (cada ángulo en el pentágono es 
“usado” exactamente dos veces en las ecuaciones), y de manera similar, en un 
mosaico de 3 bloques, cada esquina del diagrama es tocada tres veces. Por 
ejemplo, el diagrama de la Fig. 1 (a) da las ecuaciones de ángulo 3C= 360%, B 
+ D + E= 360" (dos veces), 24 + B + D = 3607. Una ecuación adicional 
(verdadera para cada pentágono) es A + B+ C + D+E= 540". Esto, combi- 
nado con la segunda ecuación, implica A + C = 180", indicado por una línea 
de puntos. Para este diagrama en particular, la lista de las cinco ecuaciones 
determina completamente los ángulos del pentágono: A = 60%, B =150%, C= 
120%, D=90", E= 120". 

Las posibles formas en que se unen los ángulos también determinan qué 
bordes deben tener la misma longitud. En la Fig. 1(a), por ejemplo, la condi- 
ción de que tres copias del ángulo C se junten requiere que BC = CD, y otras 
ecuaciones requieren que AB = DE = EA. Los lados iguales están marcados en 
el diagrama simbólico de la manera habitual. La figura 1(b) muestra una parte 
del recubrimiento con este pentágono en particular, que cumple todas las con- 
diciones descritas en la 1(a). (Resulta que este pentágono en particular, que es 
de tipo 1, también puede embaldosar el plano de muchas otras maneras.) En 
1999, el revestimiento del pentágono de la Fig. 1(b) fue revestido con azulejos 
y baldosas de cerámica vidriada e instalado por la Mathematical Association 
of America en el vestíbulo de entrada del edificio de su sede nacional en Wa- 
shington, D.C. 
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Una clave para un posible recubrimiento puede producir ecuaciones in- 
compatibles, o ecuaciones para las que no puede existir un pentágono convexo, 
o requerir condiciones en los lados que no pueden ser satisfechas. Así, al con- 
siderar todas las posibilidades teóricas, muchas se descartan como imposibles 
para un pentágono de azulejos. Esto es especialmente cierto cuando se consi- 
deran bloques más grandes que dos. Sólo hay un pequeño número de posibili- 
dades de tres bloques que tienen éxito. 


De pentágonos a patrones similares a los de Escher 


Aquellos que están familiarizados con la búsqueda de Escher de entender 
y formular reglas para hacer formas que se entrelazan y llenan el plano saben 
que algunos de sus primeros esfuerzos se basaron en alterar los contornos de 
los polígonos que recubren el plano de maneras interesantes. Estudiaba las re- 
laciones geométricas entre una baldosa y las que la rodeaban y luego, poco a 
poco, jugueteaba con el contorno de la baldosa hasta que se convertía en una 
forma “reconocible”, pero mantenía las mismas relaciones geométricas con to- 
das las baldosas que la rodeaban [9], una técnica que he aplicado a algunos 
revestimientos interesantes del plano mediante pentágonos convexos. 

Hay muchas formas diferentes de pentágonos que azulejan el plano, pero 
sólo algunos tienen las cualidades necesarias para transformarlos en diseños 
entrelazados mediante formas reconocibles. Por lo general, se necesita algo de 
experimentación para encontrar a los que pueden ser transformados. La bal- 
dosa del pentágono se rellena con uno o más motivos (una flor, conchas, pes- 
cado, por ejemplo) y, a medida que esto se hace, los bordes de la baldosa deben 
remodelarse hacia dentro y hacia fuera de tal forma que los bordes de las bal- 
dosas vecinas encajen exactamente según las mismas reglas que rigen la cua- 
drícula del pentágono. Los nuevos azulejos, a los que llamo “azulejos de ima- 
gen”, encajarán y se encontrarán en los mismos puntos de esquina que los pen- 
tágonos originales, pero los bordes rectos de los pentágonos se habrán desva- 
necido. Se prueban varias ideas para obtener la imagen como yo la quiero. 

Una vez que he elegido un pentágono adaptable, primero hago una versión 
del pentágono elegido en el tamaño que deseo que sea. Luego se dibuja en una 
hoja de papel de calco con la mayor precisión posible. Poniéndolo en papel de 
calco, se puede voltear para copiarlo si también se utilizan azulejos invertidos 
(imagen especular). En otra hoja de papel de calco, copio el pentágono original 
para hacer un bloque de cuatro o más baldosas en las orientaciones correctas 
para el alicatado. Este bloque puede ser usado como un patrón para hacer toda 
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la cuadrícula del pentágono en un buen papel de calco; esta cuadrícula subya- 
cente es la base para el diseño final. 

La ficha de la imagen se dibuja ahora en papel de calco sobre el pentágono 
original. Se voltea la baldosa del pentágono a lápiz y se traza el diseño de la 
imagen en cada pentágono, y luego se entinta. El trazado se da la vuelta de 
nuevo y se borran los pentágonos subyacentes. Los lápices de color se utilizan 
primero en el dorso y luego en el frente para colorear los teselados. Cuando el 
colorido está terminado, el patrón en el papel de calco está respaldado por una 
hoja de papel blanco. Los seis patrones mostrados aquí fueron todos hechos de 
esta manera. 


Fig. 2. 


Todos estos patrones se pueden ver a todo color en el CD Rom. 

Los primeros cuatro patrones se hicieron hace más de 20 años, poco des- 
pués de mis descubrimientos de los nuevos tipos de azulejos pentagonales. Los 
dos últimos fueron realizados especialmente para el Congreso del Centenario 
de Escher en junio de 1998. 

Hibiscus (Fig. 2 y placa de color 8) tiene una cuadrícula subyacente de 
pentágonos de tipo 2 equiláteros; en cada pentágono, la suma del ángulo más 
pequeño con cualquiera de los ángulos no adyacentes es de 180”. El revesti- 
miento es transitivo de 2 bloques y los pentágonos se presentan en ocho orien- 
taciones diferentes. Para destacar esto, los hibiscos están coloreados en ocho 
colores diferentes, cada uno de acuerdo a su orientación en el patrón. 

Los pentágonos en Fishes (Fig. 3) tienen cuatro lados iguales y también 
son del tipo 2. El revestimiento es transitivo de 2 bloques. Tres peces diferentes 
ocupan un único pentágono y los pentágonos aparecen en cuatro orientaciones 
diferentes. Se utilizan seis colores - cada uno de los tres peces se presenta en 
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dos colores, cada uno de los cuales aparece en dos de las cuatro orientaciones 
de los peces. 


Fig. 4. 


A diferencia de los dos azulejos anteriores, los pentágonos de la cuadrícula 
de Bees in Clover (Fig. 4) se presentan en pares de espejos. En el diseño, un 
par de pentágonos especulares está ocupado por una abeja simétrica flanqueada 
por una flor de trébol a cada lado, en medio de un lecho de hojas de trébol. El 
pentágono es tipo 9, el primer tipo nuevo que descubrí, y el revestimiento es 
transitivo de 2 bloques con las abejas que ocurren en cuatro orientaciones di- 
ferentes. 
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Butterflies (Fig. 5) también se basa en un azulejo transitivo de 2 bloques 
con pares especulares de azulejos que son del tipo 13, el último tipo nuevo que 
descubrí. En este revestimiento, sin embargo, cada pentágono tiene dos ángu- 
los rectos y en uno de ellos, cuatro baldosas se unen en un bloque de pajarita 
que es simétrico en dos direcciones. Para preservar las relaciones geométricas 
entre las baldosas fundidas en este bloque, dos de los cinco lados de cada bal- 
dosa deben permanecer rectos. Para lograr esto, una sola mariposa contra un 
campo de verdor con media margarita ocupa un par de azulejos en un bloque, 
y su imagen en espejo ocupa la otra mitad. Este revestimiento también se dife- 
rencia de los anteriores en que no es de canto a canto, es decir, un canto corto 
de un pentágono colinda con un canto largo de una baldosa vecina. 
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Roses (Fig. 6 y placa de color 9) se basa en el revestimiento transitivo de 
3 bloques por un pentágono especial de tipo 1 (véase la Fig. 1 (b)) que tiene 
seis de sus esquinas de 60” y tres de sus esquinas de 120” se encuentran en el 
revestimiento. Cada pentágono está ocupado por dos rosas del mismo color, y 
se utilizan seis colores, uno para cada una de las seis orientaciones diferentes 
de la baldosa. 

Mi último diseño, Sea Shells (Fig. 7), es otro revestimiento transitivo de 3 
bloques por un pentágono especial tipo 2 equilátero. Cada pentágono está lleno 
de una colección de conchas, con las vieiras rosadas más prominentes. Cada 
concha aparece en seis orientaciones diferentes en el recubrimiento. 

Espero que en los próximos días pueda venir a investigar mi colección de 
azulejos del pentágono y encontrar otros sobre los que pueda construir diseños. 


Fig. 7. 
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No los Azulejos, sino las Juntas: Un pequeño puente Co 
entre M.C. Escher y Leonardo da Vinci > 


Rinus Roelofs 


Los dibujos de división de M.C. Escher son considerados una parte impor- 
tante de su trabajo artístico. Hizo alrededor de 150 dibujos básicos de divisio- 
nes regulares, algunos de los cuales se utilizaron más tarde en sus impresiones. 
En casi todos estos dibujos, es el azulejo, el motivo, el que juega el papel prin- 
cipal. Sin embargo, hay algunas excepciones. En su propia definición de la 
división regular del plano, dada en Regelmatige vlakverdeling [1, p. 94] Escher 
dice que las baldosas deben encajar bien juntas en todos los lados, de modo 
que no haya espacio entre ellas. En otras palabras, la junta, la lechada, la capa 
de mortero utilizada por los albañiles para cementar cada piedra a una piedra 
adyacente, los separa en la práctica, pero teóricamente puede reducirse a nada. 
Los matemáticos llamarían a estas juntas “bordes” del revestimiento; nunca se 
considera que los bordes tengan ninguna anchura. 

Podemos decir que este es el punto de vista matemático. Desde el punto de 
vista artístico, las líneas de separación entre los azulejos siempre estarán pre- 
sentes; no podemos ignorarlas. Podemos prestar más atención a estos límites e 
incluso llegar a omitir las baldosas. Lo que tenemos entonces es sólo una rejilla 
de juntas, conectadas de alguna manera regular, o un entramado: un plano con 
muchos agujeros cuidadosamente perfilados. Las ventanas y pantallas chinas 
a menudo muestran este tipo de celosías; una buena colección de estos diseños 
se puede encontrar en la referencia [3]. 

En algunos de los bocetos de Escher, estas líneas que separan los azulejos 
parecen tomar el protagonismo. Por ejemplo, esto se puede ver en su dibujo de 
división regular número 11 (Baarn “42) en su Abstract Motif Notebook (Cua- 
derno de Motivos Abstractos) [5, p. 87] y en su dibujo de división regular nú- 
mero 133 (Baarn *67) [5, p. 226], que ha sido redibujado por computadora en 
la Fig. 6. A primera vista, este enfoque en el espacio entre los azulejos puede 
parecer sólo un ligero desplazamiento de la atención, pero abre una vasta área 
de posibilidades artísticas para las que Escher podría no haber tenido tiempo 
de investigar. Si usamos la propia metáfora de Escher sobre vagar por su her- 
moso jardín de división regular, es como descubrir la puerta de otro jardín ad- 
yacente. Y como un verdadero jardín, ninguna descripción puede sustituir el 
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ver las flores; estas exploraciones se comparten principalmente a través de 
imágenes. 


Revestimiento de azulejos y baldosas 


Cuando se parte de un simple embaldosado formado por piezas cuadradas 
grandes y pequeñas (Fig. 1), se puede construir la celosía de las juntas de mor- 
tero con sólo retirar las piezas. Llamaremos a esto la red de embaldosado. El 
primer paso para hacer visible la rejilla de embaldosado es espesar las juntas 
(Fig. 2). Entonces notamos que aparte de estudiar la red de azulejos y baldosas 
como un todo, hay algunas nuevas configuraciones básicas que podemos hacer 
a partir de ella. En primer lugar, la celosía puede verse como un conjunto de 
líneas de contorno (Fig. 3). Con este conjunto podemos, por ejemplo, hacer 
construcciones extendiendo cada contorno e incluso entretejiendo algunos 
contornos. Un ejemplo de ello lo encontramos en la obra de Escher: los anillos 
circulares entrelazados en su grabado Snakes (página 102). Otra posibilidad es 
desmontar la rejilla en secciones de igual longitud, donde cada una de ellas es 
un segmento recto formado por un conjunto de juntas conectadas. Las rejillas 
de barras que se obtienen se pueden utilizar en construcciones tridimensionales 
en las que las barras se superponen (Fig. 4). Leonardo da Vinci estaba eviden- 
temente interesado en tales construcciones de barras. En su obra, encontré di- 
bujos de tres rejillas de barras regulares diferentes [2, p. 154-155], y la Fig. 4 
es una de ellas. Discutiremos estas y otras posibilidades de construcción con 
celosías a mayor longitud en lo que sigue. 


Primeras construcciones con redes de embaldosado 


Dado que la rejilla es la red que queda después de retirar las baldosas, en 
lugar de las baldosas ahora hay agujeros. Esto significa que podemos superpo- 
ner y entretejer las redes de alicatado. Por ejemplo, en la Fig. 5, se han entre- 
lazado dos copias de la celosía de la Fig. 2. Ya hemos notado que a partir del 
dibujo de contornos (como en la Fig. 3), también se pueden hacer construccio- 
nes conectadas alargando los contornos. 

Es interesante ver cómo podemos pasar del primer tipo de construcción al 
segundo. En la Fig. 6 podemos ver un entramado de azulejos y baldosas origi- 
nalmente dibujado por M.C. Escher. Si cada hebra gruesa de la malla de las 
dos celosías hexagonales de diferentes colores se divide en dos, y las hebras 
dobles resultantes se vuelven a tejer, obtenemos el dibujo de los contornos co- 
nectados que se muestra en la Fig. 7. Extendiendo estos contornos y tejiendo 
de nuevo nos lleva a la Fig. 8 y a la placa de color 27a. (Note que necesitamos 
cinco colores para que la Fig. 8 pueda discernir las hebras conectadas por se- 
parado.) En las Figs. 9 y 10 vemos construcciones de celosías entrelazadas en 
las que se utilizan tres capas. El mismo paso que entre las Fig. 6 y la Fig. 7 se 
utiliza para transformar las celosías basculantes de la Fig. 10 en los contornos 
conectados de la Fig. 11. La placa de color 27b muestra un entretejido de cuatro 


capas. 
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Construcciones tridimensionales 


Algunos dibujos de celosías de azulejos o contornos conectados pueden 
transformarse fácilmente en construcciones tridimensionales reales. Algunos 
azulejos que aparecen con frecuencia en la decoración islámica son una fuente 
rica para este ejercicio. No es infrecuente que éstos aparezcan como celosías 
entretejidas. Los anillos hexagonales que están entrelazados en la Fig. 12 pue- 
den verse como proyecciones de elementos cúbicos. Las Figs. 13, 14, 15 y la 
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placa de color 27c muestran diferentes ejemplos de cómo el patrón estructural 
de la Fig. 12 puede ser elaborado como una malla tridimensional de formas 
tridimensionales congruentes entrelazadas cuyos bordes trazan los seis bordes 
de un cubo. 

También podemos empezar con una estructura de azulejos y baldosas bi- 
dimensionales y convertirla en una construcción tridimensional imposible. En 
la Fig. 16 se sombrea una rejilla de azulejos de modo que aparece tridimensio- 
nal y forma una estructura imposible: un andamio de los tribar de Penrose. 
Incluso podemos hacer estructuras imposibles de entretejer: dos de ellas se 
muestran en las Figs. 17 y 18. Comenzando con la misma malla entrelazada 
bidimensional de la Fig. 12, con un sombreado diferente también podemos 
producir una malla entrelazada imposible de los tribar de Penrose, como en la 
Fig. 19 y la placa de color 27d. Aunque la Fig. 20 tiene un aspecto muy dife- 
rente, comienza con la misma red de azulejos y baldosas de la que se derivó la 
Fig. 19. Es interesante comparar la imposible malla tridimensional de la Fig. 
21 con el diseño islámico de [1, pág. 155], 


Más capas, diferentes capas 


Las rejillas entretejidas pueden ser construidas de varias maneras. El nú- 
mero de capas es una cosa que podemos variar. La celosía de alicatado con los 
agujeros cuadrados grandes y pequeños (Fig. 2) se puede entrelazar con dife- 
rentes números de copias: mientras que la Fig. 5 tiene dos capas entrelazadas, 
la Fig. 22 tiene cuatro. Las Figs. 23 y 24 se construyen a partir de la red plana 
de embaldosado que constituye la base de la Fig. 16, pero hay tres capas en la 
Fig. 23 y siete en la Fig. 24. 
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Otra técnica, de la que veremos más ejemplos más adelante, es el uso de 
copias del mismo recubrimiento de azulejos y baldosas, con algunas a una es- 
cala diferente. En la Fig. 25, hay cuatro capas congruentes de la rejilla de em- 
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baldosado para el conocido recubrimiento arquimediano por cuadrados y oc- 
tógonos. En la Fig. 26 se utilizan tres capas de la misma rejilla de embaldosado, 
pero la capa gris se encuentra en una escala menor. 
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Las rejillas entrelazadas más interesantes se realizan combinando más de 
un tipo de rejilla. Por ejemplo, la Fig. 27 es una combinación de la versión con 
giro a la derecha y la versión con giro a la izquierda de la misma rejilla (véase 
la Fig. 2). En la Fig. 28, la red de embaldosado de la Fig. 2 se combina con la 
red de embaldosado cuadrada octogonal. En las Figs. 29 y 30 se pueden ver las 
mallas de inclinación hexagonales en blanco y negro de Escher (Fig. 6) com- 
binadas con mallas con agujeros cuadrados y octogonales. 


Transformación de los dibujos periódicos de M.C. Escher 


Una consecuencia inesperada de la combinación de diferentes tipos de em- 
baldosados es que podemos utilizar algunos de estos métodos para transformar 
uno de los revestimientos de Escher en otro diferente de su colección. En nues- 
tro primer ejemplo (Fig. 31) comenzamos con el mosaico de hombres chinos 
de Escher (dibujo de la división regular número 4, [5, p. 118]). A partir de este 
recubrimiento se disecciona cuidadosamente un conjunto de tres baldosas en- 
trelazadas en tres piezas iguales, siguiendo la rejilla de embaldosado de otro 
dibujo de Escher (Fig. 32). Ahora, después de separar las piezas (Fig. 33) y 
voltearlas (Fig. 34), podemos volver a montarlas, y he aquí que los tres hom- 
bres chinos se han convertido en tres lagartos (Fig. 35), encajando exactamente 
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en el dibujo de la división regular número 25 de Escher (Fig. 36) (ver página 
427). Una animación de esta transformación se puede ver en el CD Rom. 

Cuando se quiere hacer este tipo de transformación, primero hay que elegir 
con cuidado ambos recubrimientos. El embaldosado de los hombres chinos 
tiene tres tipos diferentes de tres puntos de rotación: donde se juntan tres cabe- 
zas, donde se juntan tres manos izquierdas y donde se juntan tres manos dere- 
chas. El recubrimiento de lagartijas también tiene tres tipos diferentes de pun- 
tos de rotación triples. A la hora de combinar ambos recubrimientos (para con- 
vertir el uno en el otro), es importante que, al superponer los recubrimientos, 
estos puntos de simetría se correspondan exactamente. Esto se puede lograr de 
seis maneras diferentes, una de las cuales se muestra en la Fig. 37. 
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El siguiente paso es elegir un grupo de tres hombres chinos que se reúnen 
en un punto de rotación triple y ver si podemos usar los contornos del azulejo 
de lagarto como líneas de corte desde el centro hasta el límite del grupo de tal 
manera que el número de piezas después del corte sea pequeño. En cada uno 
de los seis azulejos superpuestos posibles, hay tres maneras diferentes de elegir 
un grupo de tres hombres chinos, pero sólo el de la Fig. 32 se puede utilizar 
para una disección en no más de tres piezas utilizando las curvas de nivel de 
los lagartos. 
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Las rejillas triangulares subya- 
centes para los dos dibujos de 
simetría se superponen de 
modo que los distintos centros 
de rotación triples coinciden. 


En la colección de Escher hay muchos recubrimientos que pueden utili- 


zarse para este tipo de transformación y, en algunos casos, hay más de una 
posibilidad de superposición y corte con éxito. Del mosaico de peces de Escher 
(dibujo de división regular número 20 (placa de color 2) podemos tomar un 
grupo de cuatro peces centrados en un punto de rotación cuádruple y dividir el 
grupo en cuatro piezas congruentes, con el fin de transformar el pez en cuatro 
pájaros del dibujo de división regular número 23 [5, p. 133] de Escher (véanse 
las Figs. 38-43). Pero, como se puede ver en las Figs. 43-50, esos cuatro pája- 
ros también pueden ser cortados en cuatro pedazos de tal manera que podamos 
hacer ocho peces (del mismo dibujo de Escher 20) de ellos. El truco aquí es 
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usar combinaciones de alicatados en diferentes escalas. Esto ya lo hemos visto 
antes en la Fig. 26. 

La grilla básica aquí es sólo una grilla cuadrada. Cuando queremos com- 
binar dos cuadrículas de diferentes escalas, ¿qué combinaciones de escalas se 
pueden hacer? Para responder a esto, dibuje un cuadrado grande en una cua- 
drícula cuadrada, de modo que los puntos esquineros del cuadrado grande es- 
tén en puntos de la cuadrícula, como se muestra en la Fig. 51. Ahora mida el 
área del cuadrado grande en unidades cuadradas pequeñas. Según el Teorema 
de Pitágoras, esta área es a? + b?, Esto significa que podemos dividir cualquier 
cuadrado grande en a? + b? cuadrados pequeños donde a y b son enteros no 
negativos. Y esto conduce a la serie de áreas de grandes plazas: 1, 2, 4, 5, 8, 9, 
10, ... como se puede leer en la Tabla 1. 


Tabla 1. Las entradas de la tabla son a? + b? 


En nuestro ejemplo de convertir cuatro pájaros en ocho peces, comenza- 
mos haciendo una cuadrícula en cada teselado uniendo las filas de centros de 
dos y cuatro rotaciones (ver Figs. 38 y 43). Tenga en cuenta que cada cuadrado 
de estas cuadrículas tiene un área igual a exactamente un motivo (un pájaro o 
un pez), por lo que cada cuadrado puede representar un motivo. Considere la 
cuadrícula de peces como los cuadrados pequeños de la Fig. 51 y luego amplíe 
la escala del teselado de aves de modo que un grupo de cuatro aves (cuatro 
cuadrados de pájaros) centrados en un punto de rotación cuádruple se ajuste al 
cuadrado grande mostrado en la Fig. 51, con a = b = 2. Entonces el cuadrado 
grande contiene cuatro pájaros y 2? + 2?= 8 peces. También note que los cen- 
tros de los dos teselados se superponen en cuatro veces. 

Cuatro pájaros pueden ser transformados en ocho peces porque el gran 
cuadrado construido sobre la hipotenusa del triángulo recto de 2 x 2 tiene la 
propiedad de que los centros cuádruples de la cuadrícula grande se superponen 
a los de la cuadrícula pequeña. Cualquier par de números m, n escogidos de la 
Tabla 1 que permitan este tipo de superposición pueden utilizarse para tesela- 
ciones con cuatro rotaciones para convertir los motivos m en motivos n. 
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area(A) = 3ab + (b- a)" = a?+b*"+ab 


Entonces, ¿qué tal escalar en sistemas de tres rotaciones, como los hombres 
chinos y los lagartos: podemos hacer seis lagartos de tres hombres chinos? Pri- 
mero, recuerde que necesitamos algún tipo de conexión regular y agradable 
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entre los puntos de simetría de ambas capas. La combinación de dos embaldo- 
sados hexagonales a diferentes escalas en la Fig. 52 parece dar una solución, 
pero el cálculo exacto muestra que las áreas de los hexágonos rojos y los he- 
xágonos negros están en la proporción de 4 a7. 

En general, utilizando una cuadrícula isométrica de triángulos equiláteros 
y siguiendo el razonamiento de las cuadrículas, vemos que cualquier triángulo 
equilátero puede dividirse en a? + b? + ab pequeños triángulos equiláteros (ver 
Fig. 53), por lo que sólo podemos usar combinaciones de números de las series 
(de áreas) 1, 3, 4, 7, 9, 12, 13, 16, 19, 21, ... que se muestran en la Tabla 2. 


Tabla 2. Las entradas de la tabla son a? + b? + ab 


Así que no hay manera de duplicar el número de lagartos. (Nota: Sólo se 
permite el uso de las líneas de separación de los recubrimientos como líneas 
de corte en las transformaciones. 


Grillas de barras 


Hay otro buen ejemplo en el trabajo de Escher en el que utiliza las juntas 
en lugar de los azulejos. Y esto nos lleva a la tercera forma de tratar los reves- 
timientos: podemos dividir los revestimientos en un conjunto de barras con- 
gruentes en el que cada barra está compuesta por un conjunto de juntas conec- 
tadas. Por varias razones, divido este grupo en dos categorías: a) rejillas con 
barras transversales, y b) rejillas sin barras transversales. 
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La impresión de Belvedere de Escher (página 170) proporciona un ejemplo 
en la primera categoría. Si se observan de cerca las ventanas inferiores del edi- 
ficio, se ven las celosías de hierro que se construyen con barras: las barras 
horizontales se enroscan a través de agujeros en las barras verticales y vice- 
versa (la Fig. 54 muestra un primer plano de una ventana). En Roma, donde 
Escher vivió durante varios años, se pueden encontrar muchos ejemplos de este 
tipo de ventanas enrejadas. Esto no es nada especial, se podría pensar. Pero 
todas las ventanas con barrotes que he visto en Roma podrían ser fácilmente 
desmontadas con sólo deslizar las barras unas de otras. Se utilizan varios sis- 
temas diferentes; la foto de la Fig. 55 muestra uno. Esto se puede desmontar 
trabajando alrededor de la sección central, aflojando las barras en cada una de 
las cuatro direcciones hasta que la malla se desmorone completamente. Sin 
embargo, cuando observamos el diseño de Escher (detalle dibujado en la Fig. 
56), es obvio que esta malla siempre permanecerá en una sola pieza. Escher 
hizo su propia variación “imposible” sobre este tema. 


Leonardo da Vinci 


Ahora pasamos a la segunda categoría de rejillas de barra: rejillas sin ba- 
rras transversales. La Figura 4 muestra un ejemplo de este tipo de cuadrícula 
de barras. Observe que en este ejemplo todas las barras se pueden ver como 
combinaciones de tres juntas (tres bordes contiguos del revestimiento). Este 
parece ser un número ideal. Con esta limitación adicional podemos definir un 
sistema constructivo de la siguiente manera: las rejillas de tres barras se cons- 
truyen con barras de longitud 3, por lo que podemos definir cuatro puntos de 
conexión en una barra: dos extremos y dos puntos intermedios. Las barras de- 
ben conectarse de una sola manera: el punto final de una barra conectada al 
punto medio de otra barra. Y cada punto de cada barra debe estar conectado a 
otro punto. 

Con esta definición, se pueden diseñar muchas rejillas regulares diferentes 
(las Figs. 57-60 muestran sólo algunos ejemplos). Después de varios meses de 
trabajo con este sistema (resultó ser un sistema de construcción perfecto para 
cúpulas, esferas, columnas, etc.), descubrí los dibujos de Leonardo da Vinci 
[2] en los que se pueden ver tres ejemplos de estas rejas de barras (Fig. 61), 
¡probablemente destinadas a ser utilizadas en la construcción de techos! 


=3= 


yA 


TAIrQarAxiaih 
PALA 


UY A 


PATADA A 
vr"w“ ww. >. ¿E 


59 


2) A 
¡AY AD YA 


F nes EE estad E, PGN 
n Ñ a Pa? » 


Esquemas de Leonardo de sistemas de rejilla de barras 


Con sistemas de rejilla de barras finitas (en los que las barras están nece- 
sariamente dobladas para que puedan ser conectadas de acuerdo a las reglas), 
podemos construir algunos de los poliedros regulares y semirregulares, un 
tema favorito tanto de M.C. Escher como de Leonardo da Vinci. Los poliedros 
en los que tres caras se encuentran en cada vértice pueden construirse con la 
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rejilla de barras no transversales de da Vinci. La Figura 62 muestra un tetrae- 
dro, la Figura 63 un dodecaedro y la Figura 64 un octaedro truncado. Los po- 
liedros en los que se juntan cuatro caras en cada vértice pueden construirse con 
las rejas de barras tipo travesaño de Escher. En las figuras que muestran algu- 
nos ejemplos, se resalta un solo lazo cerrado de una barra. La figura 65 muestra 
un octaedro, la fig. 66 un cuboctaedro, la fig. 67 un rombicuboctaedro, y la 
placa de color 27e y f un dodecaedro truncado y un rombicosidodecaedro. 

Aunque las figuras mostradas aquí son generadas por computadora, he 
construido con éxito modelos de figuras como éstas de madera, acrílico y otros 
materiales. No necesitan pegamento ni elementos de fijación - las “barras” in- 
dividuales se mantienen unidas simplemente por la estructura de la construc- 
ción entrelazada. El CD Rom contiene versiones en color de las ilustraciones 
de este artículo, así como otras obras de arte relacionadas. 
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1. M.C. Escher, Vista de Atrani, dibujo, 25 de mayo de 1931 


Este dibujo saludó a quienes visitaron el sitio web “M.C. Escher, 1898- 
1998: Una conferencia internacional del 24 al 28 de junio de 1998, Roma, Ra- 
vello”. Aunque registrado por Escher hace 60 años, el sitio ha cambiado poco. 
Compárese con la foto de la portada de J.A.F. De Rijk, tomada en 1973. 
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2. M.C. Escher, dibujo de simetría 20, marzo de 1938. Lápiz, tinta, acuarela 
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5. M.C. Escher, Three Intersecting Planes, 1954. 
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6. Douglas Dunham. Un patrón hiperbólico con simetría de 6 colores, basado en el mo- 
tivo de peces de Circle Limit 1H1I de Escher y el teselado (10,3). 


7. Douglas Dunham. Un patrón hiperbólico con simetría de 8 colores, basado en el mo- 
tivo mariposa del dibujo de simetría de Escher 70 y el teselado (7,3) 
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9. Marjorie Rice, Roses, 1998. Lápiz de color y tinta 
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10. Makoto Nakamura, Trick 
in the Grove, 1991. Témpera 
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12. Eva Knoll, Changing Tiles, 1993. 13. Eva Knoll, Aquatic S, 1993. Impreso 
Generado por ordenador y coloreado a mano 


14. Eva Knoll, Series XIII, 1992. Acrílico sobre tela 
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15. Robert Fathauer, Recubri- 
miento no periódico basado en 
el conjunto Penrose PI 


16. Robert Fathauer, Fractal 
Serpents, 1994, Serigrafía 
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17. Victor Donnay, (a) Superficie P de Schwarz. (b) Esfera cuyo movimiento geodésico 
es caótico, (c) Cuatro copias de la superficie P de Schwarz. (d) Torus cuyo movimiento 
geodésico es caótico. 


18. Toro doble hecho por Douglas Dunham, decorado con teselaciones de Escher 
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19. Dick A. Termes, 
Fish Eye View, 1995. 
Seda serigrafiada sobre 
esfera acrílica 


20. Dick A. Termes, Notre Dame of Paris, 1995. Acrílico sobre esfera de polietileno 
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21. Jos De Mey, A Window 
with an Outside and Inside 
View, para amigos de Ars $ 
Mathesis, 1993-94, Acrílico 
sobre tela 


22. Jos De Mey, A Windscreen in the Wide Warm Desert, 1996. Acrílico sobre tela 
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23. Víctor Acevedo, Ectoplasmic Kitchen, 1987. Gráficos por ordenador 
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27. Rinus Roelofs. (a) Un tejido de hexágonos de 5 colores, (b) Cuatro capas entrelaza- 
das del revestimiento cuadrado del octógono, (c) Una malla de anillos que son bordes 
cúbicos, (d) Una malla de tribus de Penrose imposibles, (e) Un dodecaedro truncado de 
malla, (f) Una malla de rombicosidodecaedro. 
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28. Tamas F. Farkas, Celtic 


VIII, 1996. Gráficos sobre pa- 


pel 


29. Tamas F. Farkas, Pyra- 
mid, 1997. Óleo sobre lienzo 
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30. S.J. Abas, Tu Kisti? (Who art thou?), 1996. Imagen de ordenador 


31. S.J. Abas, The Islamic Ferric Wheel, 1995. Imagen de ordenador 


II 


Arquitectura, Perspectiva y Escenografía en la Obra 
Gráfica de M.C. Escher: De Vredeman de Vries a Luca 
Ronconi 


Claudio Seccaroni y Marco Spesso 


Algunas implicaciones arquitectónicas en la obra de Escher 


Las fuentes iconográficas de la obra gráfica de Escher no han sido investi- 
gadas en profundidad. En los análisis de las obras de Escher se han preferido 
sobre todo los vínculos con las matemáticas y las ciencias de la percepción y 
la comunicación, mientras que en general se ha descuidado una lectura histó- 
rico-artística exclusiva. Esto puede explicarse en parte por la posición excén- 
trica de Escher con respecto al arte convencional del siglo XX. 

Una parte considerable de la gran producción gráfica de Escher se dedica 
a la arquitectura, que a veces representa la estructura de una escena urbana y a 
veces los detalles de un único edificio autónomo. El artista estudió detenida- 
mente y, en la mayoría de los casos, representó ciudades y monumentos si- 
guiendo los patrones habituales de percepción. Sin embargo, estos puntos de 
vista no son útiles para entender los pensamientos reales de Escher sobre lo 
arquitectónico (utilizamos el término técnico arquitectónico para referirnos a 
un sistema de diseño y construcción). 

En su obra, una multiplicidad de referencias icónicas revela la amplia y 
ecléctica atracción de Escher por diferentes períodos y tipos de obras de la 
historia del arte. Su grabado en madera Dream (Mantis religiosa) (1935) lo 
ilustra muy bien (ver página 66). Una relación diferente entre el artista y la 
representación arquitectónica surgió en las décadas de 1940 y 1950, comen- 
zando con la primera Metamorphose (1937). En esta impresión, la vista aérea 
de Atrani (1931) se convierte en un dominio para la experimentación, redu- 
ciendo los edificios a meros tamaños y masas a través del resaltado geométrico 
de luces y sombras y la abstracción de la disposición. Sus litografías Cycle 
(1938), Up and Down (1947), House of Stairs (1951), Relativity (1953) y su 
grabado en madera coloreada (Two) Doric Columns (1945) confirman el di- 
seño arquitectónico a-tectónico de Escher (utilizamos el término a-tectónico 
para la deficiencia de la coherencia estructural en los edificios [4)). 
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M. C. Escher, Relativity, 1953. 
Litografía 


A lo largo de su carrera, Escher tuvo varias oportunidades de realizar dise- 
ños decorativos por encargo para nuevos edificios. Entre ellas se encuentran 
las marqueterías de madera del Ayuntamiento de Leiden (1940-41), los tres 
pilares de la Neue Madchenschule de La Haya (1959), la fachada de una es- 
cuela de La Haya (1960), un pilar del Ministerio de Transportes de Haarlem 
(1962) y el enorme friso de Metamorphose para el vestíbulo central de la Ofi- 
cina de Correos de La Haya (1968). Todas estas obras muestran varios tesela- 
dos planos y muestran características típicas del movimiento “De Stijl”, que 
fue muy frecuente en el diseño arquitectónico holandés. Este grupo de van- 
guardia fue fundado en Holanda en 1917 por T. van Doesburg y P. Mondrian. 
Estos artistas exaltaron la geometría euclidiana como mera abstracción, sin 
vínculos tridimensionales con el mundo real [2], 


Vínculos entre la visión arquitectónica de Vredeman de Vries y la 
de Escher 


La complejidad y las contradicciones de la representación arquitectónica 
frente a las propiedades estructurales reales (tectónica) de los edificios se pue- 
den encontrar analizando los libros y obras gráficas del arquitecto y teórico 
holandés Jan (o Hans) Vredeman de Vries (Leeuwarden 1527-Amberes 
16067). Escher debió conocerlos por su inmensa influencia en Holanda [1, 6, 
8, 9, 16]. 

El prolífico de Vries publicó durante su vida 483 grabados, después de sus 
dibujos, en 27 volúmenes [11-15], desarrolló un papel protagonista al estable- 
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cer un canon autónomo y detallado para la representación arquitectónica ilu- 
sionista. Este nuevo concepto se liberó de teorías y procesos constructivos, 
ampliando las posibilidades expresivas del cuadraturismo tardo-manierista 
(trompe l'oeil arquitectónico o arquitectura fingida), que se desviaba progresi- 
vamente de la proyección tradicional de un diseño sobre un plano. Esto superó 
la visión unitaria y universal del dibujo y fue la conquista de la autonomía de 
muchas doctrinas, entre ellas la escenografía (es decir, el diseño de una escena 
sobre el escenario; implica volúmenes tridimensionales o pintados). Esta apli- 
cación en escenografía implica el rechazo de la representación tridimensional 
o la representación de edificios imposibles. 


Fig. 1. Vredeman de Vries: Perspective (1604), Placas 24, 28, Parte 1 


Aunque Vredeman de Vries era arquitecto, construyó muy poco. De hecho, 
sólo se le atribuyen dos edificios en Amberes: la azotea-terraza de la casa de 
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van Straalen en Korte St. Annastraat (1565-67) y la reconstrucción del “Four 
winds Palace” en Gildenkamerstraat. Sin embargo, a partir de 1550 realizó un 
sinfín de dibujos arquitectónicos. Sus colecciones más vendidas fueron Pers- 
pective (1604) y Architecture (1606). 


Fig. 2. Vredeman de Vries: Perspective (1604), Placas 20, 21, 22, Parte II 
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En Perspective, las Placas 7-10, 24 y 26 de la Parte I y las Placas 1, 3, 4, 6 
y 7 de la Parte II muestran el valor estético puro del procedimiento de dibujo 
de De Vries a través de sus propios diseños estructurales (ver Fig. 1, arriba). 
La Placa 28 Parte I muestra la intersección entre el arte de la perspectiva y el 
edificio escenográfico, y es como un manifiesto (ver Fig. 1, abajo). 

En la Parte II también es posible encontrar otras referencias inmediatas de 
los grabados de Escher, como Gallery (1946) y Another World (1947). Las 
características de estas obras de Escher están directamente relacionadas con la 
espectacular representación que hace de Vries de las vistas del “ojo de gusano” 
de los suelos apilados de las columnatas (Parte II, Placas 20 y 21) y a la abe- 
rración de la perspectiva de arriba hacia abajo de un ático de un palacio po- 
blado por una gruesa masa de obeliscos como objetos encontrados (Parte II, 
Placa 22). (Ver Fig. 2.) En la Parte I de Perspective, las Placas 37, 38 y 39 
muestran situaciones análogas; la Placa 39, vista en la Fig. 3, muestra una vista 


a vista de pájaro de una columnata de muchos pisos. 
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Fig. 3. Vredeman de Vries: Perspective (1604), Placa 39, Parte 1 

Las escaleras también se convirtieron en ocasiones para la experimenta- 
ción por parte de De Vries sobre la incoherencia arquitectónica y, en conse- 
cuencia, recibieron una autonomía formal absoluta (Parte I, Placas 31, 32, 35 
y 36); véase la Fig. 4. Perspective muestra un inventario inusual de la repre- 
sentación de su tiempo. El libro estaba lleno de consecuencias para el dibujo y 
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era más o menos heterodoxo. Se pueden ver claramente los vínculos con las 
obras de Escher. 

Otra posible conexión entre estos dos artistas holandeses podría darse por 
la presencia de Vredeman de Vries, con su hijo Paul, en Praga, en la corte de 
Rodolfo II entre 1594 y 1598; los sólidos platónicos se encuentran en la obra 
de de Vries y (mucho más tarde) de Escher; esto concuerda bien con las prefe- 
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Fig. 4. Vredeman de Vries: Perspective (1604), Placa 36, Parte 1 


Uso escénico de la visión arquitectónica de Vredeman de Vries y 
Escher en obras de teatro producidas por Luca Ronconi 


Una inusual confirmación de la asociación entre Vredeman de Vries y Es- 
cher está presente en las escenas de algunas obras de teatro producidas por 
Luca Ronconi, en las que extractos de los grabados de ambos artistas no sólo 
eran directos, sino que a veces eran muy contextuales. Luca Ronconi, nacido 
en 1933, es uno de los directores de teatro de vanguardia más importantes de 
Europa. Ha experimentado con un lenguaje personal desde su primera produc- 
ción en 1963. Sus producciones muestran a menudo investigaciones peculiares 
en el espacio escénico [5]. Al final de este artículo, incluimos breves comen- 
tarios sobre los trabajos producidos por Ronconi que discutimos. 

Las conexiones entre Escher y Vredeman de Vries -tanto dependientes 
como independientes- y con Luca Ronconi nos obligan a ampliar nuestra ob- 
servación desde el análisis de la polaridad entre arquitectura y perspectiva 
hasta una comparación dialéctica en la que la escenografía se inserta como un 
tercer polo. Se puede considerar que la escenografía no está relacionada con 


339 = 


las obras de Escher, pero afirmamos que eso no es cierto. Hay muchos graba- 
dos de Escher en los que la caja de perspectiva crea una escena ideal en la que 
el espacio se representa de forma ilustrativa (en modo bidimensional) sobre las 
alas y el fondo. Sus grabados Serenade in Sienna (1932), algunas de las vistas 
de la Roma nocturna (1934), pero sobre todo Gallery (1946) y Other World 
(1947) son los ejemplos más importantes. 


Arquitectura <fÍmm> Perspectiva 


Escenografía 


Los tres polos de la arquitectura, la perspectiva y la escenografía obvia- 
mente no pueden considerarse similares desde un punto de vista jerárquico. 
Utilizando el formalismo de los diagramas matemáticos (Venn) podemos vi- 
sualizar la situación como se muestra a continuación, en la que la obra de Es- 
cher se ve contenida en la intersección de los tres. 


Perspectiva 


Arquitectura Región de 
Escher 


Escenografía 


Para estos tres artistas podemos representar como uniones e intersecciones 
los campos de interés de cada uno, limitándonos a la arquitectura, perspectiva 
y escenografía. 


Escher = Perspectiva N Escenografía N Arquitectura 
Vredeman de Vries = Perspectiva U Arquitectura 
Ronconi = Perspectiva N Escenografía 


Para los tres, el enfoque de la arquitectura es muy parcial y fuertemente 
condicionado por la perspectiva. Esto se debe en particular a que estaban in- 
teresados en una interpretación que tiende a renunciar a la expresión de los 
volúmenes. Para Ronconi, la polaridad entre arquitectura, perspectiva y esce- 
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nografía está obviamente conectada con la necesidad de definir el espacio es- 
cénico de un evento teatral. Sólo en raras ocasiones este director de obra re- 
chazó totalmente la ausencia de una articulación y de una organización. Entre 
estos raros casos notamos la ausencia de una escena visible para Al Pappagallo 
verde. Por lo tanto, desde el punto de vista escenográfico, Ronconi tiende a 
preferir el campo común con perspectiva. Por el contrario, Vredeman de Vries 
centró su interés en la representación de la perspectiva y la arquitectura. 


Ñ 
ES 


Fig. 5. Cherubini: Lodoiska, 
Acto TIM Escena 1 
(bosquejo) 


Fig. 6. Cherubini: Lodoiska, 
Acto IM Escena 2 
(bosquejo) 


Encontramos el uso más explícito de Luca Ronconi de obras de Escher y 
Vredeman de Vries en Lodoiska — una ópera de Cherubini (ver Figuras 5 y 
6). Análogamente, la puesta en escena de otra ópera de Cherubini, Demop- 
hoon, mostraba relaciones implícitas con Escher. La referencia iconográfica 
directa de las escenas fue el arquitecto francés Claude-Nicolas Francois Le- 
doux (1736-1806). Sin embargo, la alteración de la perspectiva que permitía la 
doble visión de un monumento desde Ledoux (líneas de visión frontal y ascen- 
dente) es una característica de la obra de Escher (véase la Fig. 7). En las obras 
de C.-N. F. Ledoux hay otros enlaces a Ronconi y Escher. Por ejemplo, Eye, 
mediatinta de Escher (1946) refleja el famoso proyecto de Ledoux para el tea- 
tro de Besancon, donde el pozo y el tronco de este teatro se reflejan en un ojo 
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Fig. 7. Cherubini: Demophoon, Acto II (bosquejo) 


Una alteración de noventa grados de una parte del paisaje y/o la presencia 
simultánea de dos o más vistas desde diferentes puntos de vista para un mismo 
elemento escénico sugieren rotar y/o traducir la escena en el transcurso de la 
presentación, con el fin de ofrecer al espectador múltiples vistas del mismo 
entorno. Luca Ronconi empleó estas prácticas durante mucho tiempo y las 
forzó al extremo en actuaciones como La Torre o, de forma más radical, el 
Orlando Furioso o los Gli Ultimi giorni dell'umanita. En estos eventos cada 
espectador puede elegir su propio punto de observación. 

La importancia que Luca Ronconi da a la visión del espectador subraya la 
asonancia en las escenografías, en las que se seleccionan vistas estrictamente 
en perspectiva. El papel de cambiar o mover escenas también condicionó el 
lenguaje utilizado por Luca Ronconi en sus raras obras teatrales realizadas de 
forma expresiva para la televisión: Bettina y John Gabriel Borkman. En estas 
obras la cámara, que era el punto de vista del espectador, se movía de forma 
continua en la misma dirección a lo largo de la obra sin volver nunca, como en 
un vuelo infinito de espejos. 


Conclusión 
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Luca Ronconi obligó a sus escenógrafos a buscar inspiración en obras de 
Escher y Vredeman de Vries. Este hecho se refleja de forma indiscutible en los 
programas de la performance, en los que se presentan las escenografías y los 
grabados de los dos artistas holandeses. Un vínculo ideal entre Escher y el ar- 
tista manierista holandés reside esencialmente en centrarse en el diseño arqui- 
tectónico para atraer al espectador con una inquietante extrañeza y, al mismo 
tiempo, con escenas maravillosas e imaginativas. Este objetivo se persigue a 
través de la construcción ilusoria de un mundo donde las reglas de la física no 
gobiernan. La misma visión fue recuperada por el teatro de vanguardia europeo 
entre los años sesenta y ochenta. 


Apéndice 


Enumeramos aquí alguna información adicional sobre las obras de teatro 
producidas por Luca Ronconi citadas en este artículo. 


Operas: 

L. Cherubini (música), C.-F. Fillette-Loraux (libreto), Lodoiska, Milán, Teatro 
alla Scala, 1991 [escenografía de M. Palli]. 

L. Cherubini, (música), J.-F. Marmontel (libreto), Demophoon, Roma, Teatro 
dell"'Opera, 1985 [escenografía de G. Quaranta], 

Obras de teatro: 

A. Schnitzler, Al Pappagallo Verde [En el loro verde], Génova, Teatro di 
Genova, 1979. 

H. von Hoffmanstahl, La torre, Prato, Teatro Fabbricone, 1978. 

L. Ariosto (adaptado por E. Sanguined): Orlando furioso, Spoleto, Festival dei 
Due Mondi, 1969. 

K. Krauss, Gli ultimi giomi dell 'umanita [Los últimos días de la humanidad], 
Turín, Teatro Stabile, 1990. 


Obras de televisión: 

C. Goldoni, Bettina, de La putta onorata y La buona moglie, RAI (Radio- 
televisione Italiana), 1976. 

H. Ibsen, John Gabriel Borkman, RAI (Radiotelevisión Italiana), 1982. 
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Mano con Esfera Reflectiva a Esfera con Co 
Perspectiva de Seis Puntos > 


Richard A. Termes 


M.C. Escher estaba fascinado con la idea de que una pelota con espejos 
casi captura el barrido completo del espacio visual en todas las direcciones. 
Muchas de las obras de Escher muestran su interés por las imágenes reflejadas 
en una bola de espejo: St. Bavo 's Haarlem [2, p. 137], Still Life With Reflecting 
Sphere (página 221), Hand With Reflecting Sphere (Fig. 1), Still Life With 
Spherical Mirror [2, cat. no. 267], Three Spheres II (página 107), y Dewdrop 
(página 166). La bola de espejo probablemente también ayudó a Escher a ser 
consciente de la perspectiva de la línea curva, vista en sus impresiones Up and 
Down (página 49), y House of Stairs [2, cat. no. 375]. En este artículo, expli- 
caré cómo mi cuadro de “perspectiva de seis puntos” sobre esferas (y polie- 
dros) está conectado con los intereses de Escher. 


La bola de espejo 


La bola de espejo, creo, le dio a Escher una idea del concepto de infinito. 
Una de las razones más importantes por las que estudió con una bola de espejo 
fue para encontrar un método que le permitiera capturar el espacio visual total 
a su alrededor. Deseaba ver el mundo visual como un todo. 

Para experimentar lo que Escher pudo aprender de la Hand With Reflecting 
Sphere (mano con esfera reflectante) (Fig. 1), tome una bola de espejo en la 
mano (una brillante bola de Navidad servirá) y mírela mientras usted gira len- 
tamente en círculo. ¿Qué ocurre con el reflejo de la habitación circundante en 
la superficie de la bola? Ate la bola de espejo al mango de una escoba. Tome 
una cámara de video en su otra mano y enfóquese en la bola de espejo. Al girar 
en círculo, mueva la pelota hacia arriba y hacia abajo y estudie la imagen cam- 
biante en la superficie de la pelota. Acérquese. Esto hace que su propia imagen 
sea mucho más pequeña y el entorno más notable. Por supuesto, los estudios 
de la esfera espejada de Escher llegaron antes que la cámara de video, pero 
esta es una gran manera de ver lo que la bola espejada puede hacer (sin un 
humano grande en el centro de la imagen). Cuando supere la emoción de este 
efecto, tómese su tiempo para estudiar cuidadosamente lo que sucede con las 
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líneas que enmarcan la habitación a su alrededor. Creo que se dará cuenta de 
que un área increíblemente grande del mundo visual fuera de la pelota se en- 
cuentra en el reflejo. También notará las líneas de una curva de una habitación 
cúbica y convergen en seis direcciones hacia sus puntos de fuga. 


Fig. 1. M.e. Escher, Hand With Reflecting 
Sphere, 1935. Litografía 


Después de que Escher estudiara la bola de espejo, que es una superficie 
esférica, interpretó esta información sobre una superficie plana. En lugar de 
llevar la información de vuelta al plano, observé que si se podía congelar la 
imagen reflejada que Escher veía en la bola de espejo, sería similar a mis pin- 
turas de seis puntos de vista “Termesphere”. Cuando transmití este pensa- 
miento a George Escher (cuando visitó mi estudio), me sugirió que la estruc- 
tura de la bola de espejo y la estructura de la perspectiva de seis puntos sobre 
la esfera no eran las mismas. Dijo que a su padre le interesaba la bola de espejo 
porque le daba la imagen total que la rodeaba, todo a un lado de la bola de 
espejo. El reflejo en la bola de espejo incluía todo lo que se podía ver alrededor 
de la bola, excepto un círculo estrecho que estaba escondido justo detrás de la 
bola. Para probar su punto, George Escher me hizo sostener una bola reflec- 
tante mientras se movía con una linterna en mi oscuro estudio. Incluso cuando 
la linterna estaba detrás de la bola de espejo, su haz se mostraba como una luz 
larga y distorsionada a lo largo del borde exterior. Toda la imagen estaba allí, 
justo en el borde de la bola de espejo donde la bola eclipsaría el resto de la 
información visual. Faltaba muy poca información visual, pero sí, mucha de 
ella estaba muy distorsionada. 
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¿Existen otras formas, además de la bola de espejo, de reunir toda esta 
información visual a nuestro alrededor en una sola imagen, sin distorsión? 
¿Nos llevaría la perspectiva del Renacimiento a una respuesta? ¿Qué tal una 
bola de cristal o el reflejo en el interior de una cuchara? ¿Tendría la geometría 
esférica la respuesta? ¿Podemos aprender de los cartógrafos y de los fabrican- 
tes de globos terrestres con sus diversas transferencias de esfera a plano? 

David Greenhood escribió en su libro Mapping [6], “Sólo un globo terrá- 
queo puede dar una imagen válida de la tierra en su conjunto. Ningún otro tipo 
de mapa puede representar las verdaderas formas de los continentes en su to- 
talidad. Un globo terráqueo no necesita simular las relaciones esféricas de la 
tierra en la que vivimos: las tiene. Si un plano pudiera ser globular, no sería un 
plano”. [p. 113] ... “Debemos aceptar lo inevitable: que no hay forma de apla- 
nar una superficie global y mantener intactas todas las características útiles que 
deseamos que tengan los mapas”. Las diversas proyecciones cartográficas que 
tratan de mostrar cómo se ve nuestra tierra esférica sobre una superficie plana, 
como la proyección Mercator, la proyección policónica, la proyección de área 
igual de Werner, la proyección sinusoidal de área igual, la proyección confor- 
mal cónica cónica oblicua bipolar, e incluso el mapa Dymaxión!* de los ico- 
saedros de Bucky Fuller, todas tienen una cosa en común: la distorsión. El 
hecho inconfundible es que la mejor manera de mostrar la tierra es mostrarla 
en un globo terráqueo. Las ideas esféricas se expresan mejor en la esfera. 

El espacio visual total que nos rodea es también un concepto esférico. ¿Qué 
hacen tus manos cuando intentas explicar la totalidad de lo que te rodea? Es- 
culpen naturalmente una esfera en el aire. Trate de imaginar una pintura que 
pueda capturar toda la información visual que está a su alrededor. ¿Qué tipo 
de superficie tendría que tener esa pintura? He descubierto que puedes dibujar 
O pintar estos mundos visuales totales en cualquier poliedro convexo, pero la 
esfera es la mejor superficie porque no tiene bordes ni esquinas. La esfera es 
el lienzo perfectamente liso, por eso pinto mis “Termespheres”. 

Como pintor o grabador, es un paso importante darse permiso para pintar 
en la esfera. Hemos aprendido a pintar o imprimir en el plano de grandes artis- 
tas que han pintado e impreso en el plano durante miles de años. Incluso 


14 La palabra Dymaxion es una marca que Buckminster Fuller usó en muchas de sus 
invenciones. Es una abreviatura de «dynamic máximum tension» (tensión máxima diná- 
mica). El mapa Dymaxion o proyección de Fuller de la Tierra es una proyección de un 
mapamundi en la superficie de un poliedro que puede desplegarse en una red de muchas 
formas diferentes y aplanarse para formar un mapa bidimensional que retiene la mayor 
parte de la integridad proporcional relativa del mapa del globo. Fue patentado en 1946. 
En la patente la proyección mostrada es sobre un cuboctaedro (Wikipedia). 
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cuando nos damos cuenta de que podríamos capturarlo todo con la esfera, se- 
guimos pensando que la verdadera pregunta es: ¿cómo lo llevamos de vuelta 
al plano? Escher estuvo a punto de aceptar la esfera como un lienzo con sus 
patrones de teselado en esferas de madera, pero como grabador, trabajó en el 
plano llano. (De hecho, algunas de sus tallas esféricas se derivaron de los tese- 
lados que produjo por primera vez en el plano — para éstos, pasó de un plano 
a un lienzo esférico). Albert Flocon [1] y Fernando Casas [4] usaron cada uno 
la esfera para su perspectiva, pero llevaron ese conocimiento de vuelta al plano 
llano para su trabajo terminado porque encontraron ideas excitantes que toda- 
vía podían ser presentadas en la superficie plana. 

Las técnicas de globo terráqueo podrían haberse utilizado para reproducir 
imágenes esféricas, pero hasta hace poco los globos no eran de muy alta cali- 
dad. A finales de la década de 1960, mis primeras esferas eran bolas de goma 
para niños, globos viejos de la Tierra y esferas de fibra de vidrio que hice por 
mi cuenta. Más tarde encontré un suministro de globos hechos para artefactos 
de iluminación que eran de plástico lexan, resistentes y ligeros para poder col- 
garlos del techo. El problema de encontrar una esfera de buena calidad es pro- 
bablemente la razón principal por la que los artistas no jugaron con ideas esfé- 
ricas en las esferas. Cuando se me ocurrió la idea en 1969 y pinté una vista de 
3607 de una habitación sobre una esfera, también llevé la información de vuelta 
al plano para un par de pinturas, pero pronto me di cuenta de que lo más emo- 
cionante era ver la imagen sobre la esfera. Era una idea esférica y debería ex- 
presarse en esa superficie. 


La Termesfera y la Perspectiva de Seis Puntos 


¿Qué es una “Termesfera” y cómo se relaciona con la bola espejada y con 
la captura del espacio visual total? ¿Cómo podemos entender la geometría del 
espacio visual que nos rodea? Una de las maneras más fáciles de explicar lo 
que hace una Termesfera es imaginar que estás dentro de una esfera transpa- 
rente. Usted transporta la esfera (y a usted mismo dentro de ella) dentro de un 
maravilloso edificio como la Basílica de San Pedro en Roma y encuentra el 
lugar perfecto para pararse donde puede observar la grandeza de la basílica que 
le rodea (Fig. 2). Fijando la esfera a ese punto, con su punto de vista exacta- 
mente en el centro de la esfera transparente, usted copia lo que ve fuera de la 
esfera en la superficie interior. Cuando haya pintado todo lo que ve arriba, 
abajo y a su alrededor, podrá moverse fuera de la esfera para ver la pintura que 
la cubre. Ahora está afuera, mirando la escena que observó desde adentro (Fig. 
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3). Todas mis pinturas esféricas son más fáciles de entender si se imagina que 
está dentro de la esfera cuando las ve. 

Como observó George Escher, una imagen creada de esta manera será di- 
ferente de la imagen reflejada que se encuentra en la bola de espejo. La pintura 
esférica difundirá la imagen de San Pedro por igual alrededor de la esfera. 
Desde un lado de la esfera pintada sólo se mostrará la mitad de lo que ves a tu 
alrededor. La bola de espejo mostraría casi toda la Basílica en un solo lado de 
la bola, pero gran parte de su imagen sería acortada. Cuando usted mira la bola 
de espejo siempre se le muestra en la bola en el centro del espejo (Fig. 1). La 
Termesfera pintada te da una opción: puedes estar en el cuadro, o sólo parcial- 
mente en el cuadro, o totalmente ausente de la esfera pintada. Cuando se mira 
una pintura de la Termesfera se debe estar mentalmente dentro de la esfera. 
Así, la bola de espejo y la Termesfera colocan al observador en el centro de 
sus respectivos universos. 


AS No al 


Fig. 2. Dick A. Termes, Inside St. Peter's Fig. 3. Dick A. Termes, St. Peter's 
Basilica in Rome, 1998. Bosquejo Sphere, 1996. Esfera plateada 


Hay muy poca distorsión con la Termesfera, pero la distorsión que existe 
se encuentra en los bordes más lejanos de la escena, como en la bola de espejo. 
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Compare la distorsión de Hand With Reflecting Sphere de Escher (Fig. 1) con 
mi Escher to The Third Power (Fig. 4). 

Puede entender que capturar el espacio visual total a su alrededor es una 
idea esférica. Se puede ver al estudiar la elaboración de mapas que el globo 
terráqueo es la única manera de comprender una Tierra esférica. Puede enten- 
der cómo debe uno imaginarse pintando lo que ve desde el interior de la esfera 
transparente y luego moverse hacia el exterior para ver el resultado. Pero, 
¿cómo organizar este espacio total en el exterior de la esfera? Mi organización 
en perspectiva de seis puntos comienza con seis puntos equidistantes (puntos 
de fuga) colocados en la esfera; estos puntos son los vértices de un octaedro 
regular. Mis pinturas esféricas cuelgan de los mecanismos del techo, por lo que 
el punto más alto suele ser el agujero por donde sale la cadena de suspensión. 
Este punto lo veo como Arriba, y su opuesto polar Abajo, con los otros cuatro 
en el ecuador como Norte, Este, Sur y Oeste. Esto ayuda a la gente a entender 
que los puntos están a la misma distancia unos de otros. Aunque pinto la esfera 
por fuera, sigo pensando que estoy dentro de ella. La superficie convexa sobre 
la que pinto se vuelve cóncava en mi mente. 


Fig. 4. Dick A. Termes, 
Escher to the Third Power, 
1983. Acrílicos sobre esfera 
de polietileno 


Fig. 5. Cubo en perspectiva 
de seis puntos 
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La regla en la perspectiva del Renacimiento (para dibujar en un plano 
llano) es que cada familia de líneas paralelas se proyecta a un punto en la línea 
del horizonte o a la altura de los ojos. La regla en la perspectiva esférica de 
seis puntos es que cada familia de líneas paralelas se proyecta a dos puntos 
opuestos en la esfera. En la esfera, si una línea se proyecta hacia el punto Norte, 
también se proyecta hacia el Sur. Si otro proyecta hacia el Este también pro- 
yecta hacia el Oeste y uno que proyecta hacia Arriba también proyecta hacia 
Abajo. Si lo piensa, así son las cosas en realidad. Los bordes de un cubo dibu- 
jado sobre la esfera se proyectarían a seis puntos sobre la esfera ya que un cubo 
está compuesto por tres conjuntos de líneas paralelas (Fig. 5). Y en este sistema 
de perspectiva, todas las líneas dibujadas en la esfera son círculos mayores. 

Cuando pinto un edificio o un paisaje real, no quiero que la imagen de la 
superficie de la esfera se invierta como la de la bola de espejo de Escher. Sería 
al revés si lo pintara realmente en el interior de una esfera transparente y luego 
se viera desde el exterior. Así que invierto la imagen de lo que vería desde el 
interior de la esfera para que parezca verdadera desde el exterior. La Basílica 
de San Pedro (Fig. 6) da un ejemplo de esto. Esta esfera serigrafiada aplanada 
muestra todo lo que le rodea como si estuviera flotando a unos seis metros 
sobre el suelo, al lado del altar mayor. Escher también dibujó el interior de San 
Pedro en Roma (Fig. 7) desde un punto de vista muy alto, utilizando un sistema 
de perspectiva de tres puntos que le permitió capturar una gran parte de ese 
interior. 


A 


Fig. 6. Flattened St. Peter's Sphere, Dick A. Termes. 1996. Acrílicos sobre plástico acrí- 
lico 
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Fig. 7. M.C. Escher, St. Peter's 
Rome, 1935. Grabado en ma- 
dera 


Mi esfera de San Pedro “alrededor” fue producida en serie, así que pude 
imprimir algunas esferas con sólo la parte oscura del patrón en un globo terrá- 
queo transparente. A medida que esta versión de la esfera cuelga y gira de su 
motor en el techo, el espectador puede mirar a través de la parte delantera de 
la esfera hacia la parte trasera. Esto causa una extraña percepción visual. Por 
lo general, las imágenes que están más cerca de nosotros son las que vemos 
primero, y estas nos llaman la atención. Pero poder mirar la imagen en el lado 
cóncavo de la esfera parece más natural - estamos más cómodos dentro de la 
esfera que viendo imágenes a nuestro alrededor pintadas en el exterior de la 
esfera. 

Otra ilusión relacionada con este fenómeno cóncavo/convexo ocurre 
cuando se observan las Termesferas opacas normales: la mayoría de las perso- 
nas que ven la esfera convexa parecen leerla como cóncava. De hecho, cuando 
se ve un primer plano de una de mis esferas giratorias pintadas, es muy difícil 
imaginar que lo que se está mostrando está en realidad en una superficie con- 
vexa. Además, a medida que la esfera gira, la dirección de su concavidad per- 
cibida parece invertirse. Los estudios han demostrado que esta ilusión funciona 
mejor con esferas pintadas de forma más realista [3]. Supongo que esto es 
cierto porque el realismo haría que el observador estuviera más relajado y en 
casa con el sujeto y por lo tanto quisiera ver la escena de la manera más normal, 
es decir, cóncava. Usted puede observar estos efectos en un video en el CD 
Rom. 


Otras ideas esféricas 


En el entorno visual total de las Termesferas se pueden explorar nuevos 
conceptos que no se pueden expresar en una superficie plana. Algunas de estas 
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ideas se exploran en diferentes Termesferas. Al igual que Escher, muchas de 
estas ideas reflejan mi interés en las ideas de percepción. 

Con reminiscencias de Escher (página 29), la esfera de 24 pulgadas North 
is South (Fig. 8) repite lo que se ve en una habitación. Lo que se ve al sur se 
repite al norte y todo lo que está en el lado este de la habitación se repite en el 
lado oeste. Los observadores de la pintura descubren que deben moverse a di- 
ferentes lugares dentro de la sala para dar sentido a lo que ven. 


Fig. 9. Dick A. Termes, Up is Down, 
1982. Acrílico en una esfera de polieti- 
leno 


Otro trabajo parecido a Escher sobre un tema similar es la esfera de 16 
pulgadas Up is Down (Fig. 9). ¿Qué pasaría si, al mirar por encima del hori- 
zonte, en lugar de ver el cielo que esperas, volvieras a ver la tierra que se parece 
a la tierra que está por debajo del horizonte? Ahora agrega algunos rascacielos 
que se extienden desde la tierra de un lado del horizonte hasta la tierra del otro 
lado. ¿Qué lado está arriba? Encontré que en ambos extremos de un rascacielos 
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parecía como si estuvieras mirando hacia abajo. Así que esta ciudad está sin 
cielo y sin un “arriba”. 


Fig. 10. Dick A. Termes, Finishing an Escher, 1977. Acrílicos sobre esfera de polietileno 


En The Six Senses los seis puntos de fuga son el foco del cuadro (Fig. 11). 
Esta esfera de 16 pulgadas de diámetro muestra plantas que se transforman 
sinuosamente para delinear las partes humanas, cada una de las cuales aparece 
en uno de los seis puntos de fuga de la esfera. Cada parte humana representa 
uno de los sentidos: el ojo de una cara está en un punto de fuga, una oreja en 
un segundo, una nariz en otro, una boca con lengua en el cuarto punto, un dedo 
de una mano en otro, y al final una espiral en la parte superior de la cabeza que 
indica intuición, el sexto sentido. 


Fig.11. Dick A. Termes, The Six Senses, 
1993. Seda sobre una esfera de acrílico 


La esfera Fish Eye View (placa de color 19) es un juego en la lente del ojo 
de pez que también da un efecto similar al de la bola de espejo. Aquí la esfera 
representa un tazón esférico pero no sabes si estás dentro o fuera. Una vez que 
estudias la pieza te das cuenta de que estás dentro del tazón y estás mirando 
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hacia afuera, viendo lo que los peces verían a su alrededor, tanto dentro como 
fuera del tazón. Con un poco más de estudio sin embargo, te das cuenta de que 
¡algunos de los peces que ves tienen que estar fuera de la pecera para estar 
haciendo lo que están haciendo! 


Fig. 12. Dick A. Termes, The Pantheon 
in Rome, 1998. Acrílicos sobre esfera de 
polietileno 


La esfera de 24 pulgadas Notre Dame of Paris (placa de color 20) es un 
ejemplo de un entorno visual total muy excitante que sólo es posible capturar 
en un lienzo esférico. Muestra la escena interior completa de la catedral desde 
su centro. Los tres rosetones se pueden ver desde este punto, en el que el es- 
pectador está flotando y girando a unos seis metros sobre el suelo. 

La geometría del edificio de la cúpula que es The Pantheon in Roma (Fig. 
12) también se captura en una esfera. Describe la mejor vista de esta maravi- 
llosa arquitectura desde el centro mismo del edificio. También he pintado otros 
ambientes arquitectónicos interiores: la Sainte Chapelle y la Ópera de París, la 
Loretto Chapel en Santa Fe, Nuevo México, la Adams House y Saloon Number 
Ten en Deadwood, Dakota del Sur, el Capital Building en Pierre, Dakota del 
Sur, y la Blue Mosque of Istanbul. 


o 


Una fuente inagotable de inspiración 


Muchas ideas importantes surgen del estudio de la bola espejada. Escher 
probablemente encontró una visión de la perspectiva de las líneas curvas y la 
expresión visual del concepto de infinito a partir de tales estudios. Su reto era 
observar la información en la esfera reflejada y traducirla de nuevo a una su- 
perficie plana. La esfera de espejo y la esfera completa tienen cada una algunas 
posibilidades maravillosas. Mi reto es interpretar, con mi perspectiva de seis 
puntos, lo que muestra la bola espejada, pero repartida por toda la esfera. En 
la superficie esférica, las líneas “infinitas” pueden realmente cerrarse, y se pue- 
den explorar muchas paradojas de percepción. 


Referencias 


[1] Andre Barre, Albert Flocon y Robert Hansen, Curvilinear Perspective, 
Berkeley y Los Angeles, Univ. of California Press, 1987. 

[2] F.H. Bool, Bruno Ernst, J.R. Kist, J.L. Locher, F. Wierda. M.C. Escher. His 
Life and Complete Graphic Work, Londres: Thames and Hudson; Nueva 
York, Harry N. Abrams, 1982. 

[3] A.R. Branum y K.C. Thornton, “Ilusion of Rotary Motion Reversal in a 
Sphere Is Facilitated by Increased Rotational Speed”, Perceptual and Mo- 
tor Skills 73 (1991) 627-634. 

[4] Fernando R. Casas, “Flat Sphere Perspective”, Leonardo 16, No. 1 (1988) 
1-9 y “Polar Perspective”, Leonardo 17, No. 3 (1984) 188-194. 

[5] B. Ernst, The Magic Mirror of M.C. Escher, Nueva York, Random House, 
1976. 

[6] David Greenhood, Mapping, The University of Chicago Press, 1981. 

[7] J.L. Locher, ed., The Infinite World of M.C. Escher, Nueva York, Abradale 
Press/Harry N. Abrams, Inc. 1984. 

[8] J.L. Locher, introducción, The Magic of M.C. Escher, Nueva York, Harry 
N. Abrams, 2000. 

[9] D. Termes, New Perspective Systems, Seeing the Total Picture, 1920 Chris- 
tensen Drive, Spearfish SD 57783, 1998. 


— 356 — 


Familias de Patrones de Escher Es 


Douglas Dunham 


Aunque M.C. Escher es más conocido por sus repetidos patrones euclidia- 
nos de motivos entrelazados, también diseñó patrones para la esfera y el plano 
hiperbólico. En algunos casos es evidente que modificó el motivo de un patrón 
para obtener un nuevo patrón con parámetros diferentes, simetría de color di- 
ferente, o incluso una geometría diferente. Por ejemplo, Escher transformó su 
patrón planar “ángeles y demonios” (Fig. 1) en la esfera y en el plano hiperbó- 
lico (Fig. 2), haciendo uso de cada una de las tres geometrías clásicas. H.S.M. 
Coxeter da una discusión interesante de estos tres patrones y sus grupos de 
simetría [3, pp. 197-209]; una imagen de la esfera está en [8, p. 92], las Figs. 
1 y 2 son dos ejemplos de una familia doblemente infinita de patrones de án- 
geles y demonios parametrizados por p, el número de figuras cuyos pies se 
juntan en un punto, y q, el número de puntas de alas de diablo que se juntan en 
un centro de rotación. Los valores de p y q son 4 y 4 para la Fig. 1, y 6 y 4 para 
la Fig. 2. 

Escher también es conocido por su uso de la simetría del color. Esto añade 
otra dimensión a cada familia de patrones, ya que hay infinitamente muchas 
maneras de colorear un patrón que se repite de manera regular. 


NAS 
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Fig. 2. M.C, Escher, Circle Limit IV, 
number 45, 1941 1960 xilografía 
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Comenzamos con una breve revisión de la geometría hiperbólica y de los 
teselados regulares, que constituyen la base de muchos de los patrones de Es- 
cher. Luego discutimos las simetrías de los patrones y la simetría del color. 
Finalmente mostramos nuevos ejemplos de familias de patrones de Escher, e 
indicamos retos futuros para crear más patrones y sus coloridos. 


Geometría hiperbólica 


Entre las geometrías clásicas, el plano hiperbólico presenta desafíos únicos 
para un artista que trabaja “a mano”. Escher superó estas dificultades creando 
cuatro patrones hiperbólicos: Circle Limit I (Fig. 3), Circle Limit 1 (Fig. 4), 
Circle Limit HI (placa de color 4 y Fig. 5) y Circle Limit IV (Fig. 2); véase 
también [8, pág. 180]). Además, el patrón de anillos entrelazados cerca del 
borde de su última xilografía, Snakes (ver página 76), exhibe simetría hiperbó- 
lica [9]. 


e 


> 
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xilografía 1959 xilografía 


Para estas impresiones, Escher utilizó el modelo de círculo de Poincare de 
geometría hiperbólica, que tiene dos propiedades útiles: (1) es conforme (es 
decir, los ángulos se miden como en la geometría euclídea), por lo tanto un 
objeto transformado tiene aproximadamente la misma forma que el objeto ori- 
ginal, y (2) se encuentra enteramente dentro de un círculo en el plano euclídeo, 
de modo que el espectador puede ver todo el patrón hiperbólico (a diferencia 
de los patrones euclídeos, que se cortan artificialmente por los bordes de la 
página). En este modelo, los “puntos” son los puntos interiores del círculo de- 
limitador y las “líneas” son arcos de círculo interiores perpendiculares al 
círculo delimitador, incluidos los diámetros. Las espinas dorsales de los peces 
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en Circle Limit I (Fig. 3) son líneas hiperbólicas. Sin embargo, las líneas de la 
columna vertebral en Circle Limit HI de Escher (Fig. 5) no son líneas hiperbó- 
licas - no son perpendiculares al círculo delimitador (ver [2], [4], y el artículo 
de Coxeter, p. 297). Todos los demonios del Círculo Límite IV (Fig. 2) son del 
mismo tamaño hiperbólico, lo que muestra que las distancias hiperbólicas 
iguales están representadas por distancias euclidianas cada vez más pequeñas 
a medida que uno se acerca al círculo delimitador. 


Fig. 5. Renderización informática de Fig. 6. Un patrón hiperbólico de trián- 


Circle Limit HI de Escher con el tese- gulos basado en el teselado (6,4) con 
lado hiperbólico (8,3) superpuesto. ese teselado superpuesto. 


Teselaciones regulares 


Muchos de los patrones euclidianos de Escher y todos sus patrones esféri- 
cos e hiperbólicos se basan en teselaciones regulares. El teselado regular [p,q) 
es un patrón repetitivo cuyo subpatrón básico es un polígono regular en el lado 
p, o p-gono, q de los cuales se encuentran en un vértice. La figura 6 muestra el 
teselado (6,4) superpuesto a un patrón de triángulos hiperbólicos, y la figura 
5 muestra el teselado (8,3) superpuesto a Circle Limit HI. Discutiremos esto 
más a fondo luego, así como la forma en que los patrones de los ángeles y 
demonios se basan en [p, q) teselados donde q debe ser par. 

La geometría euclídea, la geometría esférica y la geometría hiperbólica a 
veces se denominan geometrías clásicas porque tienen una curvatura constante 
de cero, positiva y negativa respectivamente. Los valores de p y q determinan 
la geometría en la que se encuentra el teselado. El teselado ([p, q) es esférico, 
euclídeo o hiperbólico según (p — 2(q — 2) es menor, igual o mayor que 4. La 
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Tabla 1 resume la geometría del teselado ([p, q). Note que la mayoría de los 
teselados son hiperbólicos; sólo tres son euclidianos. 

En el caso esférico, los teselados (3, 3), (3, 4), (3, 5), (4, 3) y (5, 3) 
corresponden a versiones de los sólidos platónicos (el tetraedro regular, octae- 
dro, icosaedro, cubo y dodecaedro respectivamente) que son “inflados” en la 
superficie de sus esferas circunscritas. Los teselados (3, 6), (4, 4) y [6, 3) son 
teselados euclidianos conocidos por triángulos equiláteros, cuadrados y hexá- 
gonos regulares, todos los cuales Escher utilizó ampliamente. Escher usó los 
teselados (4, 4) y (6, 4j como base para los patrones de “ángeles y demonios” 
de las Figs. 1 y 2 respectivamente; usó (4, 3) para su patrón esférico relacio- 
nado. 


Tabla 1. La geometría del teselado (p, q) Existen tres teselados euclidianos, una familia 
infinita de teselados esféricos en los que p=2 0 q =2, cinco teselados esféricos para p 
> 2 y q > 2; todos los demás teselados son hiperbólicos. 
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Simetría y simetría de color 


Un patrón de repetición se compone de copias congruentes de un subpatrón 
o motivo básico. Una operación de simetría o simplemente una simetría de un 
patrón repetitivo es una transformación que conserva la distancia y que mapea 
el patrón sobre sí mismo, superponiendo cada motivo exactamente sobre otro 
motivo. Por ejemplo, las reflexiones hiperbólicas a través de las espinas dor- 
sales de los peces en Circle Limit I (Fig. 3) son simetrías. Otras simetrías de 
ese patrón incluyen rotaciones de 180? alrededor de los puntos donde se unen 
los bordes de fuga de las puntas de las aletas, y traslaciones de cuatro longitu- 
des de peces a lo largo de las líneas de la espina dorsal. 
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Una característica muy llamativa de los patrones de Escher es su simetría 
de color, una coloración de los motivos de forma regular. Si queremos ser pre- 
cisos, decimos que un patrón tiene simetría de n-colores si cada uno de sus 
motivos se dibuja con uno de n colores, y cada simetría del patrón sin color 
mapea todos los motivos de un color sobre motivos de un solo color. Escher 
también se adhirió al principio de coloración de mapas: las copias de los mo- 
tivos que comparten parte de un límite deben ser de diferentes colores. 

La mayoría de los patrones en este capítulo muestran simetría de color. 
Observe que Circle Limit I no tiene simetría de 2 colores ya que los peces 
blancos y negros no son equivalentes (los peces negros tienen una nariz de 60? 
y los blancos tienen una nariz de 909). Sin embargo, el patrón de triángulos de 
la Fig. 6 es un ejemplo de simetría de dos colores. Circle Limit II (Fig. 4) tiene 
simetría de 3 colores, y Circle Limit HI (placa de color 4) tiene simetría de 4 
colores. De hecho, Escher hizo un trabajo pionero en simetría de n-colores 
(para n mayores de 2) antes de que la teoría fuera desarrollada por matemáticos 
y cristalógrafos. Para más información sobre la simetría del color, véase [7] y 
[12]. 


Familias de Patrones 


Seguramente Escher era consciente de que sus patrones venían en familias, 
cada uno basado en un motivo común; esto es evidente en sus tres patrones de 
“ángeles y demonios” mencionados anteriormente. La mayoría de sus patrones 
esféricos parecen derivarse de sus patrones euclidianos. ¿Por qué no creó más 
patrones en cada familia? La razón es casi con toda seguridad que le consumía 
demasiado tiempo — y probablemente estaba más interesado en crear nuevos 
motivos que en reformular los antiguos en nuevas configuraciones. Además, 
es imposible construir teselados hiperbólicos ([p, q) por regla y brújula excepto 
para ciertos valores de p y q. 

Mis estudiantes y yo hemos escrito programas de computadora para resol- 
ver los problemas del tedioso trabajo manual de modificar patrones y de pro- 
ducir patrones que son imposibles de construir con regla y compás. Uno de los 
programas convierte un motivo hiperbólico de un teselado ([p, q) a otro ([p”, 
q”). Este programa se utiliza junto con un programa que replica todo el patrón 
hiperbólico de un motivo (ver [5] y [6]). Estos programas pueden teóricamente 
generar un número ilimitado de patrones basados en un solo motivo. Pero los 
resultados no son muy satisfactorios para grandes valores de p o q con un mo- 
tivo “natural” como un pez o un lagarto, ya que el motivo estará muy distor- 
sionado. La figura 7 muestra un patrón de peces distorsionado basado en (12, 
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4) y el dibujo de simetría de Escher número 20 (placa de color 2). Escher nunca 
habría dibujado algo así; descartó específicamente los diseños en los que los 
motivos de animales deben ser muy angulosos para que un gran número de 
ellos se encuentren en un punto. Más adelante mostramos un patrón de peces 
mucho menos distorsionado en esta familia (Fig. 14). Sin embargo, a veces se 
pueden obtener resultados agradables distorsionando motivos abstractos como 
las cruces de Circle Limit Il. 

En las siguientes secciones, primero consideramos las familias de los pa- 
trones de Escher basados en sus patrones hiperbólicos. Luego veremos algunas 
familias basadas en los patrones euclidianos de Escher para las cuales este u 
otros proporcionaron ejemplos esféricos. 


Patrones basados en los límites de los círculos 


En 1958 el matemático H.S.M. Coxeter envió a Escher una reimpresión de 
un artículo que Coxeter había escrito [1], En ese artículo, había una figura que 
mostraba un patrón de triángulos hiperbólicos basados en el teselado (6, 4). 
Cuando Escher vio este patrón de triángulo le dio “un gran shock” (palabras 
de Escher), ya que solucionó su problema de mostrar un patrón “yendo al infi- 
nito” en un espacio finito. Esta fue la inspiración para sus patrones Circle Li- 
mit. El patrón del triángulo de Coxeter se muestra en la Fig. 6 en gris, con su 
teselado subyacente (6,4) superpuesto. 


Fig. 7. Un patrón hiperbólico distorsio- Fig. 8. Un patrón de peces angulares 


nado basado en (12, 4) y el dibujo de blancos y negros basado en el (6, 6) te- 
simetría de Escher 20 selado 


Es fácil ver cómo el patrón del triángulo de la Fig. 6 podría modificarse 
para obtener el pez angular del primer patrón hiperbólico de Escher, Circle 
Limit I (Fig. 3). Escher estaba insatisfecho con Circle Limit I por al menos dos 
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razones: no hay “flujo de tráfico” a lo largo de las líneas de la columna verte- 
bral - los peces alternan direcciones cada dos longitudes de peces, y hay peces 
de ambos colores a lo largo de cada línea de la columna vertebral. Resolvió 
estos problemas en su patrón Circle Limit HI. Una solución diferente al pro- 
blema del “flujo de tráfico”, mostrado en la Fig. 8, es convertir el patrón Circle 
Limit I en uno basado en el teselado (6, 6). El patrón resultante tiene una si- 
metría de dos colores, a diferencia de Circle Limit 1. 

Usando tres colores para el patrón de la Fig. 8, podemos hacer que los 
peces tengan el mismo color a lo largo de una línea de la columna vertebral, 
resolviendo así también el segundo problema de Escher (Fig. 9). También po- 
demos volver a centrar el patrón de la Fig. 9 para que el punto de rotación 
cuádruple de las puntas de las aletas de arrastre esté en el centro del círculo 
delimitador (Fig. 10). Los patrones resultantes tienen una simetría de 3 colores. 
La Figura 10 tiene cierto parecido con Circle Limit MI de Escher. Sin embargo, 
los peces son simétricos en la Fig. 10, por lo que las líneas de la columna ver- 
tebral son verdaderas líneas hiperbólicas, a diferencia de los peces asimétricos 
del Círculo Límite III, cuyas líneas de la columna vertebral son arcos circulares 
que forman un ángulo de aproximadamente 80 grados con el círculo delimita- 
dor [2], 


Fig. 9. El patrón de peces de la Fig. 8 Fig. 10. El patrón de peces de la Fig. 9 
con simetría de 3 colores con las aletas en el centro 
En la Fig. 4 se muestra una copia en escala de grises de Circle Limit II, 
basada en (8, 3); la impresión original de Escher estaba en negro, blanco y 
rojo (ver [8, p. 180] para una imagen en color). Este patrón no parece estar 
relacionado con ningún otro trabajo de Escher. En la Fig. 11, mostramos un 
patrón relacionado de cruces de 5 brazos basado en el teselado (10, 3). 
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Fig. 11. Un patrón cruzado de 5 brazos Fig. 12. Un patrón basado en el motivo 
basado en el motivo de Circle Limit H de peces de Circle Limit III y el teselado 
(10, 3). 

La figura 5 muestra una versión en escala de grises del patrón hiperbólico 
más bello y exitoso de Escher, Circle Limit [HI (ver placa de color 4) y demues- 
tra cómo se basa en el teselado (8, 3). Los centros octágonos son los puntos 
de rotación cuádruples donde se juntan las aletas derechas, y los vértices octá- 
gonos son alternativamente aletas izquierdas y punta, puntos de rotación tri- 
ples. Por lo tanto, la familia de patrones Circle Limit [HI es más complicada 
que las otras familias consideradas en este trabajo. Circle Limit III se relaciona 
con los dibujos de simetría 122 y 123 de Escher, basados en (4, 4) y (3, 6) 
respectivamente, y parece ser el único caso en el que Escher utilizó el mismo 
motivo para dos patrones euclidianos diferentes. También es curioso que esos 
dibujos estén fechados después de Circle Limit 1H. La figura 12 muestra un 
nuevo patrón con simetría de 6 colores, usando el motivo de peces de Circle 
Limit HI y basado en el teselado (10, 3) (ver también la placa de color 6). 

Ya hemos hablado de la familia de los “ángeles y demonios”, de la cual el 
Circle Limit VI (Fig. 2) es miembro. Cualquier miembro de esta familia se basa 
en el teselado (p, q) donde hay un centro de rotación de “punta de ala” plegada 
en g en cada vértice de un p-gono. Las líneas de simetría bilateral de los ángeles 
y diablos pasan a través de los centros de los p-gonos y dividen en dos los lados 
de los p-gonos, por lo que p debe ser uniforme. La Figura 13 muestra otro 
miembro de esta familia basado en el teselado (4, 5). 

Esto concluye nuestra discusión de los patrones basados en los Circle Li- 
mits. Algunos patrones cruzados distorsionados relacionados con Circle Limit 
II y versiones en color de otras figuras en escala de grises en esta sección se 
pueden ver en el CD Rom. 
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Fig. 13. Un patrón de “ángeles y demo- Fig. 14. Un patrón hiperbólico con el 
nios” basado en el teselado (5,4) pez motivo de la simetría dibujando 20 
de Escher 


Patrones basados en dibujos de simetría 


Escher recogió y numeró sus pulidos dibujos de la “División Regular del 
Plano” en cinco cuadernos folio [10]. Para algunos de ellos, Escher u otros 
produjeron patrones esféricos relacionados. Schattschneider y Walker envol- 
vieron sus patrones alrededor de los poliedros en [11]. Tal patrón poliédrico 
puede ser “inflado” sobre una esfera circundante para obtener un patrón esfé- 
rico. Escher esculpió una esfera de madera de haya con el motivo de pez del 
dibujo de simetría 20 (placa de color 2). La figura 14 muestra un patrón hiper- 
bólico basado en este dibujo. Los patrones de la esfera de madera de haya, el 
dibujo de simetría 20 y la Fig. 14 se basan en los teselados (3, 3), (4, 4) y (5, 
5) respectivamente. 

Aunque Escher no creó un patrón esférico con exactamente el motivo de 
su dibujo número 42 mostrado en la Fig. 15, sí diseñó un patrón de estrellas de 
mar y conchas en una caja de hojalata icosaédrica. Además, Schattschneider y 
Walker cubrieron un dodecaedro con el dibujo 42. La figura 16 muestra un 
patrón hiperbólico relacionado basado en el teselado (4, 5), mientras que el 
dibujo 42 se basa en (4, 4]. Hay una sutileza en estos patrones: el lugar donde 
se encuentran cuatro conchas de vieira naranja y blanca es sólo un punto de 
rotación doble, ya que las aberturas de los caracoles marrones que tocan esas 
conchas de vieira apuntan alternativamente hacia y desde las conchas de vieira. 

Escher no creó un patrón esférico basado en el dibujo número 56, mostrado 
en la Fig. 17, pero Schattschneider y Walker envolvieron ese patrón alrededor 
de un tetraedro. La figura 18 muestra un patrón hiperbólico relacionado. El 
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patrón del tetraedro, Fig. 17, y Fig. 18 se basan en los teselados (3, 3), (6, 3), 
y [9, 3), respectivamente. 


Fig. 15. M.C. Escher, dibujo de simetría Fig. 16. Un patrón hiperbólico basado 
número 42, 1941 en el dibujo 42 de Escher 


S 


Fig. 17. M.C. Escher, dibujo de simetría Fig. 18. Un patrón hiperbólico con el 
número 56, 1942 motivo de lagarto del dibujo 56 de Es- 
cher 
Nuevamente, Escher no crea un patrón esférico basado en su dibujo nú- 
mero 70 de mariposas [8, p. 60], pero Schattschneider y Walker usaron este 
patrón para cubrir un icosaedro. Las Figs. 19 y 20 muestran patrones hiperbó- 
licos relacionados con siete y ocho mariposas, respectivamente, que se encuen- 
tran en la punta de un ala delantera izquierda. (Vea la placa de color 7 para una 
versión en color de la Fig. 19.) En general, un patrón de mariposas que se en- 
cuentran p en la punta izquierda del ala delantera y 3 en la punta derecha del 
ala trasera se puede dar simetría de color usando p + 1 colores. Sin embargo, 
si p es par, tres colores son suficientes. 
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Fig. 19. Un patrón hiperbólico con el Fig. 20. Un patrón hiperbólico con el 


motivo mariposa del dibujo de simetría motivo mariposa del dibujo de simetría 
70 de Escher, basado en el teselado (7, 70 de Escher, basado en el teselado 
3). (8,3). 


Las versiones en color de los patrones hiperbólicos de esta sección y los 
patrones relacionados se pueden encontrar en el CD Rom. 


Conclusiones y trabajos futuros 


Hemos visto los cuatro patrones de Circle Limit hiperbólico de Escher, y 
algunos de sus patrones en las esferas. Esto nos lleva a la pregunta: ¿se nos ha 
pasado por alto alguna familia de patrones interesantes? La respuesta es casi 
con toda seguridad “sí”, considerando los numerosos dibujos de simetría eu- 
clidiana de Escher y otros diseños periódicos [10]. Usualmente elegimos fami- 
lias para las cuales había por lo menos dos patrones de muestra. El propio Es- 
cher eligió patrones euclidianos particularmente llamativos para convertirlos 
en geometría esférica o hiperbólica. Pero hay otros patrones de este tipo que 
probablemente habría convertido a otras geometrías si hubiera podido hacerlo 
fácilmente, por ejemplo, con programas de ordenador. Escher estaba satisfecho 
con sus obras esféricas e hiperbólicas, ya que el espectador podía ver un patrón 
completo sin que se detuviera en los bordes artificiales de los patrones eucli- 
dianos (teóricamente infinitos). 

Una segunda pregunta es: ¿por qué no mostramos más patrones de cada 
familia? Una respuesta es la estética. Los motivos de Escher sólo permanecen 
agradables a la vista con pequeñas cantidades de distorsión, lo que significa 
pequeños valores de p y q. Sólo hay unas pocas combinaciones de p y q que 
satisfacen la condición hiperbólica (p — 2)(q — 2) > 4. La figura 7 muestra un 
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ejemplo extremo de distorsión, pero incluso los demonios moderadamente de- 
formados de la figura 13 parecen demasiado anchos cuando se comparan con 
los patrones de los ángeles y demonios de Escher. Escher eligió cuidadosa- 
mente motivos y valores de p y q que eran compatibles. 

Un reto pendiente es generar automáticamente los colores de los patrones. 
Hemos seguido el ejemplo de Escher y sólo hemos utilizado el número mínimo 
de colores para una coloración simétrica, respetando el principio de coloración 
de mapas. Pero estos colorantes fueron determinados “a mano” — parece difí- 
cil automatizar este proceso. 

Otro desafío es manejar familias de Escher que son más complicadas que 
las basadas en los teselados regulares [p, q). Por ejemplo, uno puede imaginar 
una familia de 3 parámetros de patrones Circle Limit HI en la que las aletas 
derechas de los peces se encuentran en un punto de pliegue p, las aletas iz- 
quierdas se encuentran en un punto de pliegue q, y las bocas r se encuentran 
en un punto. 

Hemos progresado en ser capaces de ver fácilmente a muchos miembros 
hiperbólicos de las familias de patrones de Escher. Sin embargo, ciertamente 
hay formas más inexploradas de crear patrones a partir de las familias de Es- 
cher. Transformar y colorear los patrones de Escher a través del ordenador se 
ha convertido en una obsesión para mí tanto como lo fue crearlos para Escher 
en primer lugar. Le doy las gracias por su extenso e inspirador legado de bellos 
patrones. 
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La trigonometría de la Xilografía de Escher 
Circle Limit UI 


H.S.M. Coxeter 


Prefacio. Durante el Congreso Internacional de Matemáticos de 1954 en 
Amsterdam, mi esposa Hendrina me presentó a M. C. Escher, con quien nos 
hicimos muy amigos. En una de las ocasiones en que visitó a su hijo George 
en Nueva Escocia, dio una conferencia ilustrada en la Galería de Arte de On- 
tario y pasó unas noches con nosotros en nuestra casa de Toronto. Nos dio 
cuatro copias originales, incluyendo una de Circle Limit HI, que inspiró este 
artículo, así como una anterior. A diferencia de los otros tres Circle Limits (1, 
11 y IV), éste utiliza cuatro colores además del blanco y negro, y presenta arcos 
que no son ortogonales al círculo periférico. En un artículo anterior [1], utilicé 
la trigonometría hiperbólica para mi análisis, pero varios años más tarde acepté 
el reto de utilizar la trigonometría euclidiana en su lugar. Mi antiguo alumno 
J. Chris Fisher amablemente me ayudó a reducir mis expresiones para las me- 
didas a números calculados que pudieran ser comparados con la impresión real 
en la pared de mi escalera. Al principio, una de las seis mediciones parecía 
estar equivocada por unos pocos milímetros. (El diámetro del círculo periférico 
es de 41 cm.) En lugar de culpar a Escher, le pedí a Chris que volviera a revisar 
su cálculo. Cuando admitió que el error era suyo, me di cuenta de que la intui- 
ción de Escher estaba completamente justificada. Todavía me parece casi in- 
creíble que, sin conocimientos de álgebra ni de trigonometría, haya obtenido 
con precisión los centros y radios (ri, r2, r3) de los tres círculos diferentes a los 
que pertenecen los tres ejes diferentes. 

El material euclidiano fue aceptado por Chandler Davis para The Mathe- 
matical Intelligencer [2]. Pero ni él ni yo fuimos lo suficientemente inteligen- 
tes para notar la relación simplificadora rirz =2. Cuando Jan van de Craats, de 
Breda, me señaló esto y sus claras consecuencias, reordené el material en una 
versión “simplificada” que fue aceptada por Koji Miyazaki para la publicación 
en su revista, principalmente japonesa, HyperSpace [3], y es esa versión sim- 
plificada la que se reedita aquí. 

En las xilografías circulares de M. C. Escher, las réplicas de un pez (o cruz, 
o ángel, o diablo), que van disminuyendo de tamaño a medida que se alejan 
del centro, encajan para llenar y cubrir un disco. Los Circle Limits I, ll y IV 
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(páginas 286, 287) se basan en el modelo circular de Poincare del plano hiper- 
bólico, cuyas líneas aparecen como arcos de círculos ortogonales al límite cir- 
cular (que representan los puntos en el infinito). Conjuntos adecuados de tales 
arcos descomponen el disco en un número teóricamente infinito de “triángu- 
los” similares, que representan triángulos congruentes que llenan el plano hi- 
perbólico. Escher reemplazó estos triángulos por formas reconocibles. El Cir- 
cle Limit II (Fig. 1 y placa de color 4) también se basa en arcos circulares, 
pero en este caso, en lugar de ser ortogonales al círculo delimitador, se encuen- 
tran con él en ángulos iguales de casi exactamente 80”. (En lugar de una línea 
recta del plano hiperbólico, cada arco representa una de las dos ramas de una 
“curva equidistante”.) En consecuencia, su construcción requería una demos- 
tración aún más impresionante de su sentido intuitivo de la perfección geomé- 
trica. El presente artículo analiza la estructura, utilizando los elementos de la 
trigonometría y la aritmética del campo bicuadrático O(V2 + 13): temas de los 
que afirmaba con firmeza que era totalmente ignorante. 


Fig. 1. M. C. Escher, Circle Limit HI, 
1959. Xilografía 


Sobre sus cuatro xilografías Circle Limit, M. C. Escher escribió: 


Circle Limit I, al ser el primer intento, muestra todo tipo de defectos.... y deja 
mucho que desear... No hay continuidad, no hay “flujo de tráfico” ni unidad 
de color en cada fila... En la xilografía de colores Circle Limit UL, los defec- 
tos de Circle Limit I se eliminan en gran medida. Ahora no tenemos más que 
una serie de “tráfico de paso”, y todos los peces que pertenecen a una serie 
tienen el mismo color y nadan uno tras otro de punta a punta a lo largo de 
una ruta circular de un extremo a otro... Se necesitan cuatro colores para 
que cada fila pueda estar en completo contraste con su entorno. Como todas 
estas cuerdas de marisco se disparan como cohetes.... desde la frontera y 
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vuelven a caer de donde vinieron, ni un solo componente llega al borde. Por- 
que más allá de eso hay “nada absoluta”. 
dondo no puede existir sin el vacío que lo rodea... porque es ahí fuera, en la 
“nada”, donde se fijan con tanta exactitud geométrica los puntos centrales 


de los arcos que van construyendo el marco. [4], p. 109 


Y sin embargo, este mundo re- 


El objetivo del presente artículo es demostrar esta “exactitud geométrica” 
(véase la Fig. 2) encontrando los radios y centros de los tres primeros conjuntos 
de cuatro círculos congruentes que trazan el dorso de las “cuerdas de peces”. 
Naturalmente asumo que los arcos relevantes de estos círculos se cruzan entre 
sí en ángulos iguales de 60%, descomponen el interior de la “frontera” en re- 
giones triangulares y cuadrangulares alternas, y todos cortan la frontera en el 
mismo par de ángulos suplementarios. 

o, T—0. 
El ángulo agudo w aparece en el lado de cada arco donde las regiones son 
cuadrangulares. 

Un artículo anterior ([1], p. 24) utilizó la trigonometría hiperbólica para 
probar que 


cos w = sinh (4 log 2) 
= sinh 0,1732868 
= 0,1741553 


Como cos (79958”) = 0,17424, w apenas difiere del valor 80” que se puede 
medir fácilmente en la xilografía de Escher. Aquí obtengo esta expresión para 
O por un procedimiento más elemental. 


Fig. 2. El “marco” de 
Escher 
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> O, 
Ss 
A C 0, A C 0, 
Fig. 3. Triángulos con ángulos venX¡ y X3, Fig. 4. Los triángulos similares O,AC 
T — 0 En x2 y OJAB 


El Angulo 0 en la Circunferencia 


La figura 2 es un boceto de la parte central del “marco” de Escher, que 
muestra los centros O,, a la distancia 


d,=A O, 
desde el centro A del círculo delimitador, de radio 1, y mostrando los radios 
ry= 0,X, 


Del triángulo X¡A01, cuyo ángulo w en Xi es opuesto al lado AO; = di, 
como en la Fig. 3, tenemos 


d=1+r2+xr (1) 
dónde 
x=2c080 (2) 


Del mismo modo, el triángulo X24 0», cuyo ángulo T— (1 en Xz es opuesto a d», 
produce 


di=1+r2+xr (3) 


Debido a que el ángulo entre dos círculos que se cruzan es igual al ángulo 
entre sus radios a un punto común, el triángulo O¡4C tiene ángulos 211/3, 1/4, 
y 1/12 opuestos a los lados. 


AO¡= dí, CO¡=ri, CA = d,— Tr», 


respectivamente, como en la Fig. 4. Por lo tanto, tenemos 
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dy sl d, —T, 


En si) sq) 


es decir, 
di 7 d, — Ta 
== (4) 
V3 vV2 (v3-1)/V2 
El triángulo similar O2AB, con ángulos 211/3 y 1/4 opuestos a los lados 
AO» = d», y BO,=r» 
Respectivamente, tenemos 
da Ya AB 6) 
V3 vV2 (v3-1)/v2 
Así, 
3 
d=z?  —(v=10 2) (6) 


2 


y las expresiones (1) y (3) para d,? producen ecuaciones cuadráticas para ry: 
ri +2xr, -2=0, r2—2xr,-2=0 

Resolviendo estas ecuaciones para los números positivos rv, encontramos 

TN =-x+yx2+2, Tr =x+yx2+2 (7) 
De (4) tenemos 

(V3 - 1)r, = 2(d, — r,) = (V6 — 2)r, 
y de (7), 
rif? = 2 


De ello se deduce que 


1? = (V6-2I(V3 +1) 
r2 = (V6+2)(V3-1), 


== 


atan == n= NA Z => 1) 


1 
ye? MOT] =2 JAR 09 sinh(¿ 1082) 


Los Primeros Dos Círculos 
Desde Vx2 +2 = /21/2 + 271/2 = 271/4,/3, (7) nos da 


r, = 271/4(1— V2 + V3) = 1,1081646 


(9) 
r, = 27 U*(V2-—1 +3) = 1,8047860 


y, desde (6), 
d, = 273/*(43 — V6 + 3) = 1,3572189 
d, =279*(V6-— V3 + 3) = 2,2104024 
De (5) tenemos 


AB = 1/2(43 — Dr, 
=23/4(-1+ 2142 + V3 — 6) = 0,6605975 


El campo Biquadrático Q(V2 + 13) 


Los números (a + bv2 + cV3 + dd6)/q, donde a, b, c y d son enteros y q es 
un número entero positivo, se puede ver fácilmente que constituyen un campo 
(15], p. 230). Este campo se llama Q(12 + 13) porque puede expresarse como 
el conjunto de todas las funciones racionales del número especial 9= Y2 + W3 
en términos de las cuales 


1 =Y(0-05, 13 =Y4(0-05, V6 =Y(0? — 5) 
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En este campo, O se llama un entero porque satisface una ecuación monica!*, 
a saber 


0*-100+1=0 


Cuando afirmamos que “la factorización es única”, ignoramos, como factores, 
las unidades, que son divisores de 1; pues si sf = 1, cualquier número 


n=mnst 


tiene la factorización trivial ns Xx f. 
Comparando (8) y (9), obtenemos la identidad aparentemente sorprendente 


(1— 2 + 13? =2(V3 - 12113 + 1). 


Esta “factorización” pierde su elemento de sorpresa cuando nos enfrentamos 
al hecho obvio de que V3 — V2 es una unidad: 


(13 + 12013 - 12) = 1. 


El Tercer Círculo 
Mirando de nuevo la Fig. 3, vemos que 
di =1+r2xr, 


y, como el tercer círculo pasa por B, 


1 
(45) 748 _1-ab? 
57 2+x/AB  2AB+x 


15 Una ecuación es mónica cuando la incógnica con mayor potencia tiene el multipli- 
cando unidad (por ejemplo, si en a? +bx+c=0>a=1). 
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1-2 7*?(18-10y2-— 1043 + 646) 
214-1422 4 vV3—V6) + 2-/4(42- 1) 


_—9+ 62 + 543 — 346 
— 214(3— 2/3 +6) 


5 — 312 — 343 + 2v6 


=2 141 
2 + 12 + 13 
E (A) 
-2 + V2 + 13 


deja q AAA ] 
= (-2 +42 + 43)(22 + 542 + 343 + 446) 


NE E + 13V2 + 1743 — 846 3) 
= ——==— - 


E (2 + 13/2 + 1743 — 0) 
E 23 


= 0,3375915 


3 + 2742 + 743 — 646 
di =r1+AB=23/1 E = 0,998189 


Dado que el círculo delimitador de Escher tiene un diámetro de 41 cm, 
nuestros resultados 


ri=1,10816 di = 1,3572 
r2 = 1,8048 d2= 2,2104 
13 0,3376 d3= 0,9982 


deben multiplicarse por 20,5 para obtener las distancias en centímetros: 


22,7 27,8 
37,0 45,3 


—= 311 — 


6,92 20,46 


Estas distancias coinciden perfectamente con las medidas reales de la xilogra- 
fía en sí. 
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Escher en el aula Co S] 


Jill Britton 


¿Qué son las matemáticas? La mayoría de los niños en edad escolar equi- 
paran las matemáticas con sus herramientas computacionales (“Cosas que se 
pueden hacer con los números”) y tienen poca o ninguna comprensión de la 
verdadera naturaleza de la materia. 

Para los antiguos griegos, las matemáticas eran el estudio de patrones y 
abarcaban tanto la música como la astronomía. Las herramientas computacio- 
nales de estos primeros matemáticos eran pocas, pero usaban las matemáticas 
para explorar el mundo en el que vivían. En los siglos siguientes, a medida que 
se desarrollaban más y más herramientas analíticas, la educación matemática 
se centraba en ejercicios de instrucción y práctica, con la consiguiente exclu- 
sión virtual de cualquier exploración de los fenómenos del mundo real. La 
aversión a las matemáticas y la ansiedad fueron el resultado predecible. Pocos 
argumentarían que la respuesta podría haber sido diferente a un currículo de 
música que explorara sólo escalas, o un currículo de lectura con ejercicios de 
ortografía, pero sin historias. 

Hoy estamos en medio de un renacimiento matemático. La introducción 
de calculadoras y computadoras en el currículo ha permitido a los profesores 
de matemáticas ajustar el énfasis puesto en sus ejercicios computacionales. Los 
educadores de matemáticas se esfuerzan por redescubrir su tema y sus cone- 
xiones con el mundo real. Están intentando utilizar sus herramientas clásicas 
en un contexto, más que como un fin en sí mismos. ¿Y qué mejor material para 
usar que el arte de M.C. Escher, particularmente sus teselaciones, para excitar 
a los estudiantes sobre el poder de la geometría? En este artículo, me gustaría 
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compartir con ustedes varias actividades basadas en Escher que utilizo con ni- 
ños en edad escolar (de 10 a 14 años) para promover las matemáticas como el 
estudio de patrones. 


Simetría 


Un análisis metódico de los teselados de Escher requiere una familiaridad 
con los diversos tipos de simetría que exhiben. Para empezar, los estudiantes 
están expuestos a la simetría de reflexión y rotación a través de una serie de 
ejercicios con animales e insectos, especialmente mariposas, letras del alfa- 
beto, banderas nacionales, arte de las Primeras Naciones, signos hexadecima- 
les holandeses de Pensilvania, emblemas representativos tales como el símbolo 
familiar de reciclaje y marcas comerciales o logotipos (ver Fig. 1 arriba). 


Fig. 1. Arriba a la izquierda: Simetría de Arriba a la derecha: Simetría de rota- 
reflexión. Abajo a la izquierda: Simetría ción. Abajo a la derecha: Simetría des- 
translacional. lizante-reflectiva 


La simetría de traslación y de reflejo por deslizamiento será mucho menos 
familiar para la mayoría de los estudiantes que la simetría de reflexión o la 
simetría de rotación. La investigación de las huellas de animales es una buena 
actividad exploratoria. El rastro dejado por un bípedo que salta sobre un pie 
tiene simetría translacional, mientras que el hecho por un bípedo con un paso 
humano tiene simetría deslizante-reflexiva (Fig. 1, abajo). Para reforzar estas 
ideas se pueden utilizar ejercicios con patrones simétricos de bandas y frisos 
clásicos. 


Polígonos y teselaciones 
Un simple ejercicio de conectar los puntos se utiliza para introducir el con- 


cepto de un polígono. El polígono de 50 lados de la Fig. 2 se asemeja a un 
reptil similar al que aparece en la litografía de Escher Reptiles (Fig. 4). Esta es 
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sólo una de varias lagartijas idénticas que se entrelazan en una configuración 
de rompecabezas o teselado en el dibujo que Escher representa de su propio 
cuaderno. Un juego de 15 lagartijas de foam blando está disponible en Imagi- 
nation Project; en la Fig. 3 se muestra un trío teselante de foam. 

Luego, los estudiantes son introducidos a los polígonos regulares. A cada 
estudiante se le proporciona un par de espejos de plástico idénticos con bisa- 
gras y cinta adhesiva de tela. Cuando el conjunto (denominado caleidoscopio 
con espejo articulado) se abre como un libro, los espejos se mantienen inde- 
pendientes. Los estudiantes son instruidos para que paren su caleidoscopio so- 
bre las líneas discontinuas como se muestra en la Fig. 5. Instantáneamente pue- 
den ver el triángulo equilátero formado por el caleidoscopio. 


Fig. 2. Fig. 3. Lagartijas de M.C. Escher 
SoftPuzzles 


Fig. 4. M.C. Escher, Repti- 
les, 1943. Litografía 


Si los estudiantes mueven sus espejos unos hacia otros para que siempre 
formen un triángulo isósceles con la línea de base, el caleidoscopio formará un 
cuadrado. Si continúan moviendo sus espejos unos hacia otros, verán, a su vez, 
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un pentágono regular, un hexágono regular, un heptágono regular, un octágono 
regular, y así sucesivamente. Cada vez que el caleidoscopio forma un polígono 
regular, se pide a los estudiantes que determinen el ángulo entre los espejos (y 
descubren que es de 360%/n, donde n es el número de lados del polígono regu- 
lar). 


Fig. 5. Los espejos con bisagras colocados en las líneas discontinuas producen un trián- 
gulo equilátero. 
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Fig. 7. M.C. Escher, dibujo de simetría Fig. 8. Jill Di payasos. Teselado, 
no. 85, 1952, con un triángulo equilátero con un triángulo equilátero que lo ge- 
que lo genera nera 
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Después de determinar la medida del ángulo interior de los primeros polí- 
gonos regulares, los estudiantes descubren que sólo tres de estos polígonos te- 
selarán el plano: el triángulo equilátero, el cuadrado y el hexágono regular. Los 
patrones correspondientes, los teselados regulares, se muestran en la Fig. 6. 

Si se añade un tercer espejo al caleidoscopio con espejo articulado, el ca- 
leidoscopio prismático de 609-60*-60* resultante puede utilizarse para generar 
arte teselado con simetría de reflexión. (La configuración del triángulo equilá- 
tero de tres espejos se puede mantener con una banda elástica.) La figura 7 
muestra un triángulo generador para el teselado de lagartijas, peces y murcié- 
lagos de Escher. Un triángulo generador similar creado por el autor y el tese- 
lado asociado de los payasos está en la Fig. 8. 


Plantillas, sellos y esponjas de teselado 


Si se observa de cerca el dibujo representado en la litografía Reptiles (Fig. 
4), se puede ver una cuadrícula superpuesta de hexágonos. Las criaturas de 
Escher son modificaciones de simples polígonos teselados. Considere su tese- 
lado de caballos alados (Fig. 9), un patrón con simetría traslacional solamente. 
Para encontrar el polígono padre, se pide a los estudiantes que rodeen una sola 
forma completa de teselado (un Pegaso), buscando puntos en los que se en- 
cuentran más de dos formas. Cuando se han localizado todos estos puntos, se 
les instruye que los unan en orden cíclico. En este caso, se trazará un cuadrado. 


Fig. 9. Izquierda: M.C. Escher, dibujo de simetría no. 105, 1959, con el cuadrado prin- 
cipal delineado. Derecha: Un solo Pegaso se traduce a copias adyacentes en el teselado 


Si los estudiantes estudian un Pegaso sombreado en su casilla de origen, 
descubrirán cómo Escher modificó la casilla para obtener su criatura imagina- 
tiva. Un “bulto” en la parte superior se compensa con un “agujero” congruente 
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en la parte inferior, y viceversa. Lo mismo ocurre con los lados izquierdo/de- 
recho. (George Escher, el hijo mayor del artista, se refiere a las modificaciones 
como “granos” y “hoyuelos”.'*) Puesto que lo que se añade a un lado del cua- 
drado se elimina del otro lado, se mantiene el área del cuadrado primario. Las 
modificaciones correspondientes se relacionan por traslación. 

Esto se puede verificar deslizando copias translúcidas del ensamblaje a 
cuadrados adyacentes que rodean a un Pegaso (Fig. 9, derecha). 

Para aplicar esta regla modificadora, cada estudiante recibe un cuadrado 
de cartón de 2 pulgadas impreso con una cuadrícula de nueve cuadrados más 
pequeños. Si se eliminan con tijeras los distintos recortes de cada uno de los 
dos lados adyacentes (sin interrumpir la llegada del cuadrado), cada modifica- 
ción se puede trasladar al lado opuesto, haciendo coincidir las líneas apropia- 
das de la cuadrícula, y luego pegarlas con cinta adhesiva en su posición. El 
resultado es una plantilla de teselado (Fig. 10). Se pide a cada estudiante que 
estudie el contorno de su plantilla y que intente darle una interpretación origi- 
nal. El estudiante que diseñó esta forma vio un elefante y un elfo (Fig. 11). 


IO 
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Fig. 10. Creación de una plantilla de teselado 


ye Q— 
J > "S J A » 3 
/ Y y LEN A ye 
/ lo / f — 8 ( 
AA 1 Ni (ar A 
De -j y > - 
EN” LAA 


Fig. 11. Interpretaciones de una sola forma 


Finalmente los estudiantes utilizan su plantilla para dibujar sus teselados. 
Alinean los cuadraditos residuales de la plantilla con los puntos en papel de 
punto de 2 pulgadas y trazan alrededor del límite de su plantilla con un lápiz. 
Como el diseño de la plantilla fue creado por medio de la traslación, lo deslizan 
a nuevas ubicaciones repitiendo las mismas traslaciones. Las funciones de in- 
terpretación se pueden añadir a mano (Fig. 12). 


16 “pimples” and “dimples”. 


— 384 — 


Fig.12. Produciendo el teselado. 


Escher era un artista gráfico que producía litografías y grabados en madera. 
Si los estudiantes no intentan imprimir su teselado, entonces no están refle- 
jando el arte de Escher. Para crear un sello de goma teselado, cada estudiante 
necesitará un soporte transparente para sellos y un trozo de goma espuma au- 
toadhesiva. Ellos trazan alrededor de su plantilla en el reverso de la goma, y 
luego cortan la forma. Una vez que la superficie adhesiva es expuesta al des- 
pegar el respaldo, pueden fijar el caucho de manera segura al soporte. 

Las características de interpretación se pueden añadir al sello marcando su 
superficie de goma con un bolígrafo. Los estudiantes luego imprimen sus te- 
selados en hojas grandes de papel de punto de 2 pulgadas. Utilizan tinta para 
sellos para imprimir en un color en un patrón de tablero de ajedrez, alineando 
el cuadrado residual de la forma de goma con los puntos del papel. Al terminar, 
limpian el sello con agua, lo secan y luego lo imprimen en los espacios inco- 
loros usando un color de contraste (Fig. 13, izquierda). 


Fig. 13. Izquierda: Un teselado impreso. Derecha: Un grupo de teselado de azu- 
lejos esponjosos 


Una forma de teselado puede formar la base de un rompecabezas con una 
sola forma en la que las piezas encajan de muchas maneras. Un medio que es 
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divertido de usar es una esponja comprimida o “pop-up”. El material tiene la 
apariencia y el grosor del fieltro. Los estudiantes pueden dibujar en él y cor- 
tarlo como si fuera cartón. El borde de las formas cortadas puede ser perfilado 
y las características de interpretación pueden ser añadidas con un marcador 
impermeable. Cuando se sumerge en agua, el material se expande a un espesor 
de 1/2 pulgada. Los estudiantes exprimen el exceso de humedad y luego arman 
sus rompecabezas. En un enfoque cooperativo de la actividad de la esponja, el 
maestro puede proporcionar a cada estudiante la misma forma de teselado. 
Elija una forma con muchas posibilidades (como el elefante/yo utilizado en 
este artículo). Cada alumno añade su interpretación, “hace estallar” su esponja, 
y la clase se encarga de ensamblar las diferentes piezas. En Roma, los partici- 
pantes del congreso fueron invitados a dar su propia interpretación de la forma 
del elefante/duende. Las presentaciones seleccionadas aparecen en el rompe- 
cabezas de teselado de la Fig. 13, a la derecha. 


Investigando las teselaciones de Escher 


Una vez que los estudiantes tienen alguna experiencia en la creación de 
arte de teselado, están listos para aprender otras maneras de crear estos patro- 
nes simétricos. Para empezar, revisan los teselados regulares y descubren otros 
polígonos de teselado como rectángulos, paralelogramos y cometas cuadrilá- 
teros. 

A continuación, el profesor presenta varios de los teselados de Escher, cada 
uno generado por su propia norma o reglas modificadoras únicas. A cada estu- 
diante se le proporciona un conjunto de hojas de trabajo correspondientes, y se 
le instruye para delinear el polígono matriz como se demostró anteriormente 
con el teselado de Pegaso. En la Fig. 14 se muestran tres hojas de trabajo com- 
pletas. 


y Ys . y 


Fig. 14. Tres hojas de trabajo basadas en los teselados de Escher 


Finalmente, a los estudiantes se les proporciona una hoja translúcida im- 
presa con formas de teselado de una sola sombra y sus polígonos padres. Los 
que corresponden a los teselados de la Fig. 14 se muestran en la Fig. 15. Los 
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estudiantes estudian cada ensamblaje en la hoja translúcida, buscando los co- 
rrespondientes “bultos” y “agujeros”, y las transformaciones utilizadas para 
modificar el polígono matriz. (Aunque los tamaños reales y relativos de los 
gráficos no se han preservado en este artículo, en la práctica, cada ensamblaje 
en la hoja translúcida es congruente con la forma de teselado sombreada y el 
polígono matriz en la hoja de trabajo correspondiente). 

Para hacer el lagarto en la Fig. 15a, se modificaron los bordes superior e 
inferior del cuadrado padre y luego cada uno fue girado 90” a un lado adya- 
cente. Cada rotación era aproximadamente un vértice del cuadrado entre los 
lados relacionados. El paralelogramo de la Fig. 15b se transformó en un lagarto 
diferente traduciendo el borde superior modificado al borde inferior y girando 
una curva alrededor del punto medio de cada uno de los otros lados. Para ser 
más específicos, las curvas que modifican un medio lado de cada lado fueron 
giradas 180 alrededor del punto medio de ese lado hacia el medio lado adya- 
cente. El paralelogramo de la Fig. 15c se transformó en un perro trasladando 
un lado modificado de izquierda a derecha y realizando una reflexión de des- 
lizamiento entre los otros pares de lados modificados. Específicamente, una 
modificación a un lado fue girada (1/D) y luego trasladada (verticalmente) al 
lado igual y opuesto. 


a b e 
Fig. 15. Las teselas para los embaldosados de la Fig. 14 


Los estudiantes verifican cada regla o conjunto de reglas moviendo la hoja 
translúcida en la hoja de trabajo apropiada hasta que obtengan coincidencia de 
formas congruentes. Luego se les muestra un ejemplo similar de una obra de 
arte original. La forma de teselado de la Fig. 16 se hizo de manera similar a la 
del lagarto silueteado de Escher en la Fig. 15a, aunque las rotaciones de 902 
son aproximadamente el otro par de vértices alternativos del cuadrado padre. 


Fig. 16. Un teselado original de cone- 
jos desde un cuadrado modificado 
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Exploraciones con TesselMania! y TesselMania! Deluxe 


Una vez que han utilizado los teselados de Escher para investigar las trans- 
formaciones que se pueden emplear para crear arte teselado, los estudiantes 
tienen la oportunidad de hacer sus propias obras de arte en una computadora 
con el software de TesselMania! Dentro del programa, seleccionan un polí- 
gono y una o varias reglas modificadoras (traslación, rotación y/o reflexión de 
plano). Cada vez que se añade un “bulto” o “agujero” a un lado, TesselMania! 
elimina o añade automáticamente el “agujero” o “bulto” correspondiente 
desde/hacia el lado correspondiente según la regla o reglas seleccionadas. Las 
herramientas clásicas de pintura, incluidos los sellos, están disponibles para 
añadir funciones de interpretación interior. Cuando su forma de teselado está 
completa, los estudiantes simplemente presionan un botón, y el teselado co- 
rrespondiente llena la pantalla de dibujo automáticamente (Fig. 17). Las ilus- 
traciones originales de cada estudiante pueden ser impresas en material de 
transferencia adecuado para impresoras de chorro de tinta, y luego planchadas 
en una camiseta. ¡Los resultados son realmente extraordinarios! 


Fig. 17. Produciendo una baldosa y su teselado con TesselMania! 
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Fig. 18. Poliedros cubiertos de teselados hechos con TesselMania! Deluxe, y (para el 
dodecaedro) otro software 
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Utilizando la ingeniería inversa, los profesores pueden reconstruir muchos 
de los teselados de Escher con el software. (La ingeniería inversa es el proceso 
de analizar un objeto para descubrir los detalles de su diseño con el fin de re- 
construirlo. Para más información sobre esto, vea el artículo de Kevin Lee, 
página 393.) Los estudiantes pueden utilizar estos archivos con las opciones 
mágicas de TesselMania! para animar la generación de la forma de teselado a 
partir de su polígono matriz, para animar la creación del teselado a través de la 
aplicación repetida de transformaciones a la baldosa, o para ver la transforma- 
ción de la obra de arte hacia/desde el teselado matriz. 

Con TesselMania! Deluxe, los estudiantes pueden imprimir sus teselados 
en las redes de cuatro de los poliedros regulares (tetraedro, octaedro, icosaedro 
o cubo) o en la red de una caja hexagonal. El dodecaedro falta en el conjunto 
de poliedros regulares de TeselMania! Deluxe, pero se puede añadir al con- 
junto clásico de modelos 3D, como hemos hecho nosotros, con otro software 
(Fig. 18). 


Fig. 19. Jill Britton, payaseando alrededor del caleidociclo. 


Caleidociclos 
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Inspirado en las formas geométricas de diseño caleidoscópico cubiertas 
con adaptaciones de los patrones de Escher en la colección M. C. Escher Ka- 
leidocycles, he creado mi propia versión “Clowning Around” (Fig. 19). (Un 
caleidociclo es un anillo tridimensional hecho de una cadena de tetraedros.) 
Una versión en color del patrón se imprime en cartulina blanca legal o incluso 
más grande, y luego se marca ligeramente con una aguja roma. (Este patrón se 
puede encontrar en el CD Rom.) Cada estudiante recorta su propia copia, la 
dobla en las líneas de partitura de la manera habitual, y luego ensambla el mo- 
delo con pegamento o cinta adhesiva transparente. Al igual que en las versio- 
nes de Escher, el caleidociclo gira para revelar sus tres caras de payaso de te- 
selado. 


Resumen 


Las actividades de simetría descritas aquí introducen a los estudiantes a los 
movimientos de la geometría transformacional y les enseñan a reconocer e 
identificar características simétricas de objetos del mundo real. Las actividades 
con teselaciones poligonales introducen los conceptos de medida de ángulo, 
polígonos, relaciones angulares en polígonos, congruencia y relleno de espa- 
cios. Las extensiones de las actividades basadas en Escher demuestran las co- 
nexiones potenciales entre las matemáticas y el arte, a la vez que desarrollan y 
ponen a prueba las habilidades de imaginación y precisión de los estudiantes. 
En particular, las actividades de impresión reflejan la artesanía de Escher. 
Otras extensiones de las actividades de TesselMania! añaden un componente 
tecnológico a la conexión entre matemáticas y arte. Finalmente, la introducción 
de los poliedros y los caleidociclos añade un componente tridimensional y 
desarrolla la visualización espacial. 

En todas las actividades, la inclusión de una conexión artística de Escher 
hace que el ejercicio sea interesante para los estudiantes. Se les puede presentar 
la obra de Escher y sus temas de gran alcance a través de la película/vídeo 
Aventuras en la percepción, que incluye una breve entrevista con el artista y le 
muestra la impresión de su último trabajo, Snakes (Serpientes). Esta película 
puede llevar a investigaciones con bandas de Moebius, figuras imposibles y 
otros fenómenos topológicos. El hecho de que los estudiantes literalmente “pi- 
dan” aprender más es el resultado más revelador y deseable. 

El contenido de este artículo se discute con mucho más detalle en mis li- 
bros Investigating Patterns: Symmetry and Tessellations y Investigating Pat- 
terns: Polyhedra Pastimes. En mi página web se pueden encontrar enlaces a 
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las actividades de estas publicaciones. Los materiales a los que se hace refe- 
rencia en este artículo (espejos de plástico, soportes para sellos, gomaespuma 
y esponja desplegable) están disponibles en Dale Seymour Publications. 
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Movimiento Geodésico Caótico: Una extensión de Eo 
los diseños de los límites del círculo de M.C. Escher > 


Victor J. Donnay 


Mis padres, Gabrielle (Gai) y Joseph D.H. Donnay, eran cristalógrafos. En 
junio de 1959, mientras estaban de permiso sabático en Francia, conocieron y 
visitaron a M.C. Escher en su casa en Holanda. Estaban fascinados con sus 
hermosos diseños y la encantadora forma en que su trabajo ilustraba ideas de 
simetría. Gai estaba organizando un simposio sobre simetría para la reunión de 
1960 de la Unión Internacional de Cristalografía que se celebraría en Cam- 
bridge, Inglaterra, e invitó a Escher a presentar su trabajo en esta reunión [1, 
p. 94]. Su charla en el encuentro fue un gran éxito y fue el comienzo de una 
maravillosa colaboración entre Escher y los cristalógrafos. La historia familiar 
fue que Gai “descubrió” a Escher y lo hizo famoso (para la comunidad cientí- 
fica). Crecí en un entorno rico en Escher que sin duda contribuyó a mi desa- 
rrollo como matemático visual y geométrico. Fue un gran placer para mí par- 
ticipar en la celebración del centenario del nacimiento de M.C. Escher. En ho- 
nor al papel que desempeñaron en la historia de Escher, dedico este artículo a 
la memoria de Gai y J.D.H. Domnay (Fig. 1). 


Fig. 1. Gabrielle y J.D.H. 
Donnay con sus hijos Albert 
y Victor, París, Francia, sep- 
tiembre de 1959 


En su serie de diseños Circle Limit (ver págs. 358-372 y placa de color 4), 
M.C. Escher utiliza geometría hiperbólica para teselar el plano hiperbólico. 
Tomando un dominio fundamental para este teselado, se puede producir una 
superficie matemática abstracta. La geometría hiperbólica del plano hiperbó- 
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lico puede ser llevada a esta superficie, produciendo así una superficie hiper- 
bólica. Si uno camina a lo largo de esta superficie siguiendo senderos de la 
distancia más corta, se obtiene un movimiento caótico en el sentido de que los 
senderos serpentean por toda la superficie. Estos recorridos de menor distancia 
se denominan geodésicos. Así, los diseños Circle Limit de Escher pueden ser 
interpretados como el origen de un movimiento geodésico caótico. Desafortu- 
nadamente, las superficies sobre las que se produce este movimiento caótico 
son superficies abstractas: pueden definirse matemáticamente, pero no existen 
realmente en el espacio tridimensional normal. 

Aquí presentamos los primeros ejemplos de superficies reales en un espa- 
cio euclidiano tridimensional en el que el movimiento geodésico es caótico. 
Estas superficies se fabrican fijando “tapas de enfoque” especiales a la super- 
ficie P de Schwarz (Fig. 2 y placa de color 17). En el camino, discutiremos 
nociones tales como el movimiento geodésico en las superficies, lo que signi- 
fica que tales movimientos sean caóticos, regiones fundamentales para los te- 
selados en el plano euclídeo e hiperbólico, cómo los teselados dan lugar a su- 
perficies abstractas, la diferencia entre superficies abstractas y físicas, y los 
diferentes tipos de geometría que puede tener una superficie. 


Fig. 2. Izquierda: Superficie P de Sch- Derecha: Esfera cuyo movimiento geo- 
Warz. désico es caótico 


Geodesia y movimiento caótico 


Dados dos puntos en un plano, la trayectoria de la distancia más corta entre 
los puntos es una línea recta. Este resultado bien conocido es uno de los prin- 
cipios básicos de la geometría euclidiana. Ahora supongamos que tomamos 
dos puntos no en el plano, sino en la superficie de una esfera. ¿Cuál sería el 
camino de distancia más corta que conectaría estos dos puntos? Hacemos la 
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provisión de que este camino debe estar en la superficie de la esfera; no se 
permite que pase a través del interior de la esfera. 

En una esfera, el camino de menor distancia entre dos puntos es un arco 
del llamado gran círculo (es decir, un círculo cuyo radio es igual al de la esfera) 
que pasa por estos puntos (Fig. 3). Dadas las superficies más complicadas que 
podrían, por ejemplo, contener colinas y valles, todavía habrá caminos de me- 
nor distancia, pero estos caminos ya no serán tan simples como las líneas rectas 
o los arcos circulares. El término para este camino de menor distancia es geo- 
désico. 

Estos caminos geodésicos dan lugar a una regla determinista de movi- 
miento sobre una superficie. Colóquese en algún punto de la superficie y señá- 
lese una dirección. 


ra 


A" 
ul B B 


e S e 


A 
Fig. 3. La geodesia en la esfera son gran- Fig. 4. Sensible dependencia de las con- 
des círculos diciones iniciales 


Entonces empiece a caminar en lo que usted cree que es una “línea recta”. 
El camino que siga al ir de esta manera será geodésico; será un camino con la 
distancia más corta. Para usted, que vive en la superficie, parece estar en línea 
recta. 

Nótese que para un observador externo que mire hacia abajo en la superfi- 
cie desde arriba, la trayectoria geodésica puede parecer curvada debido al he- 
cho de que la superficie es curvada. Por ejemplo, en la esfera, lo que al cami- 
nante le parece un camino recto es visto por el observador exterior como un 
círculo. 

Para la esfera, el movimiento geodésico es muy simple. No importa en qué 
punto empieces y en qué dirección te dirijas, el camino de la “línea recta” que 
sigas será un gran círculo. Si caminas lo suficiente, darás la vuelta alrededor 
de la esfera y volverás a tu punto de partida. Si sigues caminando por la geo- 
désica para siempre, seguirás trazando el mismo camino circular una y otra 
vez. 

Podríamos preguntarnos: ¿Hay superficies, quizás no tan perfectamente 
redondas como la esfera, para las que el movimiento geodésico es más com- 
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plicado? Por ejemplo, quizás cuando empiezas a caminar por un sendero geo- 
désico, nunca vuelves exactamente a donde empezaste. En vez de eso, enrollas 
“por toda” la superficie. Además, a medida que avanza por toda la superficie, 
lo hace moviéndose en todas las direcciones posibles. Tal camino geodésico 
sería “caótico”. Por lo tanto, nos vemos obligados a preguntar, 

Pregunta 1 ¿Existen superficies en las que el movimiento geodésico es caó- 
tico? 

La teoría de los movimientos caóticos que surgen de las reglas determinis- 
tas, parte del campo de las matemáticas llamado sistemas dinámicos, ha sido 
un tema científico y matemático muy popular durante los últimos veinte años. 
La idea de que un sistema dinámico determinista puede generar movimientos 
muy complejos se remonta a la obra del famoso matemático francés Henri 
Poincare a finales del siglo XIX. Poco después del trabajo pionero de Poincare 
en este campo, otro matemático francés, J. Hadamard [10], aplicó estas nuevas 
ideas al movimiento geodésico. Hadamard encontró ejemplos de superficies 
para las que el movimiento geodésico tenía un cierto tipo de movimiento caó- 
tico: la dependencia sensible de las condiciones iniciales. Durante el siglo pa- 
sado, los ejemplos de movimiento geodésico han servido como motivación 
para el desarrollo de teorías generales de sistemas dinámicos y como campo 
de pruebas para las técnicas que se han desarrollado para analizar los movi- 
mientos determinísticos. 

Los matemáticos han desarrollado todo un léxico de términos con signifi- 

cados muy precisos para describir exactamente lo que se entiende por movi- 
miento caótico. Para nuestros propósitos, bastará con utilizar la siguiente defi- 
nición ligeramente imprecisa de caos. 
Definición de Caos. El movimiento geodésico es caótico si tiene una depen- 
dencia sensible a las condiciones iniciales y si la mayoría de los caminos geo- 
désicos se mueven por toda la superficie y se mueven en todas las direcciones 
posibles. 

Un sistema determinista tiene una dependencia sensible a las condiciones 
iniciales si un pequeño cambio en el punto de partida del sistema conduce muy 
rápidamente a un gran cambio en el comportamiento futuro del sistema. Ilus- 
tramos esta noción en la Fig. 4. Las partículas que empiezan en los puntos A, 
B y C se moverán a los puntos A”, B” y C”, respectivamente, bajo el movi- 
miento del sistema. Vemos que un pequeño cambio en la ubicación inicial del 
punto conducirá a un cambio muy grande en la posición del punto más ade- 
lante. Siempre existe cierta incertidumbre al medir la posición inicial de un 
sistema. Con una dependencia sensible, esta incertidumbre crecerá, haciendo 
que las predicciones de posiciones futuras sean cada vez más inciertas. 
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El efecto mariposa en la predicción meteorológica es una aplicación lige- 
ramente inestable de la dependencia sensible de las condiciones iniciales. 
Deseamos estudiar el tiempo y predecir cómo será el tiempo dentro de dos 
semanas. Tenemos cierta incertidumbre en las condiciones climáticas actuales; 
por ejemplo, no sabemos si una mariposa en la costa de América del Sur está 
sentada quieta o agitando sus alas. Esta pequeña incertidumbre en la situación 
inicial del tiempo podría llevar a un gran cambio en el tiempo después de dos 
semanas. Por ejemplo, no aletear puede llevar a un día soleado, mientras que 
aletear puede llevar a un huracán. 

Los matemáticos están interesados en estudiar varios sistemas y en deter- 
minar si los sistemas son caóticos o no. Una simulación por ordenador puede 
mostrar que un sistema parece comportarse de forma caótica. Tal simulación 
proporciona evidencia experimental de caos, pero no es lo mismo que una 
prueba matemática rigurosa de que un sistema es caótico. Buscamos superfi- 
cies para las que podamos demostrar rigurosamente que el movimiento geodé- 
sico es caótico. 


Superficies y su geometría 


Nos interesarán las superficies que son finitas y no tienen bordes; se cierran 
completamente sobre sí mismas. (Técnicamente, estas superficies son compac- 
tas, completamente orientables.) Resulta que uno puede hacer una lista com- 
pleta de todas esas superficies. Está la esfera, el toro, el toro de dos orificios, 
el toro de tres orificios, y así sucesivamente (Fig. 5). Llamamos al número de 
agujeros a través de la superficie el género. Así, una esfera tiene el género cero 
mientras que un toro tiene el género uno. Llamamos a una superficie con agu- 
jeros g un toro g-agujereado. 


Fig. 5. Toro de un agujero, dos agujeros y 
tres agujeros 


En el campo matemático de la topología, uno imagina que las superficies 
están hechas de caucho y dice que dos superficies son (topológicamente) igua- 
les si uno puede deformar la primera superficie, doblándola y estirándola, hasta 
que alcanza la misma forma que la segunda superficie. Así, por ejemplo, una 
superficie en forma de huevo (Fig. 6) es la misma, desde el punto de vista 


— 396 — 


topológico, que la esfera, ya que podemos imaginarnos estirando la forma del 
huevo hasta que quede perfectamente redondeada. A partir de ahora, cuando 
usamos el término “esfera”, nos referimos a cualquier superficie que sea topo- 
lógicamente igual a la esfera redonda. Cuando queramos referirnos específica- 
mente a la esfera redonda, usaremos el término “esfera estándar”. 


Fig. 6. Esferas no estándar Fig. 7. Superficie en forma de silla de 
montar 

Aunque dos superficies pueden ser iguales desde el punto de vista de la 
topología, pueden ser diferentes desde el punto de vista de la geometría. Hay 
tres clases principales de geometría: plana, esférica e hiperbólica. El plano 
tiene geometría plana, la esfera estándar tiene geometría esférica y las superfi- 
cies en forma de silla tienen geometría hiperbólica (Fig. 7). También podemos 
categorizar la geometría de una superficie por su curvatura (gaussiana). Una 
superficie plana tiene curvatura cero, una esfera estándar tiene curvatura posi- 
tiva y una superficie en forma de silla tiene curvatura negativa. Una superficie 
plana (curvatura cero) no se dobla en absoluto. La curvatura positiva, como en 
la esfera estándar, significa que la superficie se dobla de la misma manera en 
todas las direcciones. La curvatura negativa, como en una silla de montar, sig- 
nifica que en algunas direcciones la superficie se dobla hacia arriba y en otras 
direcciones se dobla hacia abajo. Dejando de lado ciertos tecnicismos, preten- 
demos que la geometría esférica y la curvatura positiva son equivalentes, al 
igual que la geometría hiperbólica y la curvatura negativa. 


Circle Limit 11] y Geometría Hiperbólica 


La impresión de M.C. Escher Circle Limit 1H (placa de color 4) muestra 
una representación del plano hiperbólico, utilizando el llamado modelo de 
disco Poincare de geometría hiperbólica (el mismo Poincare que fue pionero 
en el estudio de los sistemas dinámicos). Escher aprendió sobre el plano hiper- 
bólico a partir de una ilustración en un documento del conocido geómetra 
H.S.M. Coxeter [1, p. 91]: 
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Estoy otra vez absorto en el estudio de una ilustración que encontré en una 
publicación del profesor canadiense H.S.M. Coxeter ... Intento deducir de 
ello un método para reducir un motivo de relleno plano que va desde el cen- 
tro de un círculo hasta el borde, donde los motivos estarán infinitamente 
juntos. Su complicado texto no me sirve para nada, pero la imagen proba- 
blemente me puede ayudar a producir una división del plano que promete 
convertirse en una variación completamente nueva de mi serie de divisiones 
del plano. Una división circular y regular del plano, lógicamente bordeada 
en todos sus lados por el infinitésimo, es algo verdaderamente bello ... Al 
mismo tiempo tengo la sensación de que me estoy alejando cada vez más del 
trabajo que sería un “éxito” con el “público”, pero ¿qué puedo hacer 
cuando este tipo de problema me fascina tanto que no puedo dejarlo solo? 


Para hacer divisiones regulares del plano hiperbólico, Escher tuvo que en- 
frentarse primero a algunas propiedades sorprendentes de la geometría hiper- 
bólica. Una es el comportamiento de las líneas paralelas. En la geometría eu- 
clidiana, dada una línea y un punto no en la línea, hay una y sólo una línea a 
través del punto que nunca se encuentra con la línea. Decimos que hay una 
línea a través del punto que es paralela a la línea dada. En la geometría hiper- 
bólica, puede haber infinitamente muchas líneas a través del punto que nunca 
se encuentran con la línea inicial. 

¿Cuáles son las “líneas” de la geometría hiperbólica? En este caso, la “lí- 
nea” debe considerarse como el camino de la distancia más corta entre dos 
puntos. Así que volvemos de nuevo a la noción de geodesia. En el modelo de 
disco de Poincare de geometría hiperbólica, podemos determinar con precisión 
la geodésica. Vienen en dos tipos: (1) líneas rectas que pasan a través del centro 
del disco, y (2) arcos de círculos que se encuentran con el borde del disco en 
ángulos rectos. 

En la Fig. 8, dibujamos una geodésica de tipo (1) y varias geodésicas de 
tipo (2). Esta figura muestra varias geodésicas que pasan todas por el mismo 
punto y nunca se encuentran con la geodésica a través del centro del disco. Así 
vemos cómo en la geometría hiperbólica, puede haber más de una línea a través 
de un solo punto paralelo a otra línea. 


Fig. 8. Geodesia en el plano hiperbólico 
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La razón por la que terminamos con arcos circulares como caminos de me- 
nor distancia es que la distancia en el disco hiperbólico se mide de una manera 
extraña. Dado un segmento corto, su longitud hiperbólica se obtiene tomando 
su longitud euclídea (o longitud ordinaria) y luego dividiéndola por (1 - 12), 
donde r es la distancia euclídea desde el origen hasta el segmento. El disco 
Poincare está formado por todos los puntos del plano cuya distancia euclidiana 
al origen es inferior a uno. Cuando el segmento está cerca del centro del disco, 
entonces su distancia r desde el origen es cercana a cero, así que (1 — 1?) está 
cerca de 1, y las distancias hiperbólica y euclídea coinciden. Sin embargo, si 
el segmento está cerca del borde del disco, entonces r está cerca de 1 y (1 — 1?) 
está cerca de cero. Dividir por este factor, que tiene un valor cercano a cero, 
hará que un segmento que tiene una longitud euclídea corta tenga una longitud 
hiperbólica muy larga. 

En Circle Limit HI de Escher, todos los peces se mueven en lo que creen 
que son líneas rectas. Dado que los peces viven en un mundo hiperbólico, estos 
senderos rectos son en realidad arcos de círculos. (Resulta que los caminos 
trazados por Escher no son exactamente geodésicos hiperbólicos. Encuentran 
los lados del disco con un ángulo más cercano a los ochenta grados que a los 
noventa grados requeridos. Las razones de esto se discuten en [5]; también ver 
el artículo de Coxeter aquí (p. 370). Aunque no lo parezca a nuestros ojos eu- 
clidianos, los peces son todos del mismo tamaño cuando se miden hiperbóli- 
camente. 


Teselaciones y superficies abstractas 


En los diseños de relleno plano que tanto absorbía a Escher, se parte de un 
patrón en una sola baldosa, se toman (infinitamente muchas) copias idénticas 
de la baldosa, se colocan una al lado de la otra (como si se tratara de embaldo- 
sar el suelo de un baño) y se termina con un diseño que llena por completo el 
plano euclidiano. El resultado final es un teselado del plano euclídeo. La bal- 
dosa individual es el bloque de construcción básico; se llama una región fun- 
damental del teselado. Escher hizo un estudio exhaustivo de las diversas for- 
mas de embaldosar el plano euclidiano. Ilustro estas ideas con un teselado muy 
sencillo (Fig. 9). La región fundamental para este diseño es un rectángulo que 
contiene las letras A, B, C en la dirección horizontal y A, D, E en la dirección 
vertical. 

Inspirado en el papel de Coxeter, Escher comenzó a hacer teselaciones del 
plano hiperbólico. Una vez más, se empieza con un diseño en una baldosa in- 
dividual y luego se intenta rellenar el plano (pero ahora el plano hiperbólico) 
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con infinitas copias idénticas de la baldosa. Hacer teselaciones del plano hi- 
perbólico es mucho más difícil que para el plano euclídeo debido a la forma en 
que la geometría hiperbólica distorsiona las distancias. En concreto, dos bal- 
dosas idénticas desde el punto de vista de la geometría hiperbólica tendrán un 
aspecto muy diferente desde el punto de vista de la geometría euclídea. 

Veremos que la región fundamental de un teselado da lugar a una superfi- 
cie matemática. Por ejemplo, el teselado de Escher del plano hiperbólico en 
Circle Limit HI producirá una superficie del género dos (toro de dos agujeros) 
con geometría hiperbólica (curvatura negativa). Habrá una estrecha relación 
entre la geodésica (es decir, los recorridos de menor distancia) en superficies 
procedentes de regiones fundamentales y la geodésica en el plano euclídeo o 
hiperbólico que tesela la región fundamental. 


Fig. 10. Una geodésica sobre la re- 
gión fundamental con lados opues- 
tos identificados 


Fig. 9. Un teselado del plano euclidiano y una 
geodésica 


Nuestro objetivo es comprender las superficies producidas por los tesela- 
dos del plano hiperbólico y su geodesia. Como calentamiento a este problema 
desafiante, primero miramos el caso más simple de los teselados del plano eu- 
clidiano. En mi teselado simple (Fig. 9), he dibujado una geodésica en el plano 
euclidiano. Como el plano euclidiano es plano, la geodésica es sólo una línea 
recta. Ahora imagínese caminando por esta geodésica; verá pasar una sucesión 
de letras. 

Podríamos producir el mismo efecto tomando una baldosa rectangular (es 
decir, una región fundamental del teselado), caminando en línea recta sobre 
este rectángulo, y conectando los lados opuestos del rectángulo. Así, cuando 
el camino se sale del lado derecho de la región, reaparece en el lado izquierdo. 
Y cuando se sale de la parte superior de la región, reaparece en la parte inferior 
(Fig. 10). Estas son las mismas reglas que las criaturas que viven dentro de un 
videojuego a menudo obedecen. Decimos que los lados opuestos de la región 
están “identificados”. 
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Cuando caminamos en línea recta a lo largo del rectángulo y usamos estas 
reglas de identificación de bordes, vemos pasar la misma secuencia de letras 
como si nos estuviéramos moviendo en el plano. Así, al mirar las letras, no 
podríamos distinguir si estábamos caminando en el plano o en la región fun- 
damental con lados opuestos identificados. 

Si nuestro rectángulo estuviera hecho de láminas de caucho, podríamos 
conectar físicamente los bordes apropiados. Cuando doblamos la superficie al- 
rededor y conectamos el lado superior con el lado inferior, producimos un ci- 
lindro. Si ahora doblamos el cilindro y conectamos el lado derecho con el iz- 
quierdo, producimos un toro (Fig. 11; ver también el vídeo en el CD Rom). 
Así, el rectángulo con lados opuestos identificados es un toro (topológico). 
¡Así que las criaturas de un videojuego viven en un mundo toro! 


NETA Fig. 11. Conectando bordes opuestos de un 
E rectángulo para producir un toro 


Llamamos al rectángulo con lados opuestos identificados como el toro 
plano, es plano porque tiene la misma geometría que el plano. Como resultado, 
la geodésica en el toro plano son líneas rectas. 

Nótese que el toro plano no puede existir físicamente como una superficie 
cerrada en un espacio tridimensional. Cuando doblamos la superficie para co- 
nectar lados opuestos y así realizar físicamente el toro, cambiamos la geome- 
tría y producimos un toro que no es plano. Llamamos al toro plano una super- 
ficie matemática abstracta. Los lóbulos de identificación de los bordes opues- 
tos nos permiten entender que esta superficie está conectada de la misma ma- 
nera que un toro. Y podemos entender completamente cómo se comporta el 
movimiento geodésico. Una vez fijados el punto de partida y la dirección de 
movimiento, nos movemos en línea recta a lo largo de esa dirección y cuando 
salimos de un borde, reaparecemos en un borde diferente. Por lo tanto, el toro 
plano es un objeto significativo y bien definido - simplemente no puede ser 
realizado físicamente en un espacio tridimensional. 

A partir de ahora, dividiremos las superficies en dos tipos: 

L Superficies físicamente realizables. Estas son superficies que pueden exis- 
tir en el espacio tridimensional. A veces los llamamos “superficies físicas”. 
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IL. Superficies matemáticas abstractas. Se trata de superficies que se definen 
mediante reglas precisas y para las que se pueden determinar las trayecto- 
rias geodésicas. Pero no se presentan como físicamente existentes en el 
espacio tridimensional. 

La esfera estándar es un ejemplo del tipo 1 y la esfera plana es un ejemplo 
del tipo II. 

Volvemos ahora al embaldosado de Escher del plano hiperbólico con peces 
(placa de color 4). Una región fundamental para este teselado es un polígono 
de ocho lados [6, p. 29] (Fig. 12a). En el plano hiperbólico, podemos seguir 
una geodésica y ver un patrón de peces pasando. Recuerde, en el modelo de 
disco de geometría hiperbólica, las geodésicas son líneas rectas a través del 
centro del disco o arcos de círculos que se encuentran perpendicularmente con 
el límite del disco. 

Podemos ver el mismo patrón tomando la región fundamental e identifi- 
cando los bordes. Aquí las marcas de identificación son un poco más compli- 
cadas que en el caso del rectángulo. Identificamos los lados 1 y 1”, 2 y 2”, 3 y 
3”, y 4 y 4”. Cuando la geodésica alcanza uno de los bordes, se vuelve a fijar 
en el borde apropiado y continúa (Fig. 12b). Puede ser un poco difícil determi- 
nar visualmente cómo hacer la continuación, ya que típicamente necesitamos 
encontrar un arco de un círculo que atraviesa el punto en el nuevo borde. Pero 
tal continuación de la geodesia puede hacerse. 


S / / 
A A e 


Fig. 12. (a) Una región fundamental de 8 lados, (b) Geodésica obtenida mediante la iden- 
tificación de bordes 

Con estas reglas de identificación, el polígono de ocho lados resulta ser el 
mismo (topológicamente) que un toro de dos agujeros. Desafortunadamente, 
esta equivalencia es más difícil de visualizar que la que se encuentra entre el 
rectángulo y el toro con un hueco. Una bella escultura realizada por Douglas 
Dunham (placa de color 18) puede darnos una idea de cómo se vería esta región 
fundamental cuando se identifiquen los lados. 

Nuestro polígono de ocho lados se encuentra dentro del plano hiperbólico 
y por lo tanto tiene una geometría hiperbólica (curvatura negativa). Cuando 
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identificamos lados como se ha descrito anteriormente, producimos otra super- 
ficie matemática abstracta, esta vez un toro de dos agujeros con geometría hi- 
perbólica. Si conectáramos físicamente los bordes para producir el toro de dos 
agujeros, en lugar de identificarlos de forma abstracta, tendríamos que doblar 
la superficie de forma que se destruyera la geometría hiperbólica. Terminaría- 
mos con una superficie de geometría mixta; partes de ella serían hiperbólicas 
con curvatura negativa, pero otras partes (las partes más externas de la super- 
ficie en la placa de color 17d) tendrían geometría esférica con curvatura posi- 
tiva. Por lo tanto, este toro hiperbólico de dos orificios no es físicamente rea- 
lizable. 


Movimiento Geodésico en Superficies Abstractas 


¿Es el movimiento geodésico sobre nuestras superficies abstractas, el toro 
plano y el toro hiperbólico de dos agujeros, caótico o regular? 

En el toro plano, para una elección típica de la posición y dirección inicia- 
les, la geodésica asociada comenzará a llenar todo el rectángulo (toro). Sin 
embargo, a medida que nos movemos por esta geodésica, siempre nos move- 
remos exactamente en la misma dirección: paralelos a la dirección en la que 
empezamos. Puesto que nuestra definición de caos requiere que además de 
movernos por toda la superficie, también nos movamos en todas las direccio- 
nes posibles, este movimiento no es caótico; más bien es regular. 

En el toro hiperbólico de dos agujeros, el flujo geodésico es caótico. De 
hecho, fue demostrado en los años 30 y 40 por G. Hedlund [11], E. Hopf [12], 
y M. Morse que 
Teorema El flujo geodésico en cualquier superficie compacta, completa y 
orientable con geometría hiperbólica es caótico: un sistema de este tipo tiene 
una dependencia sensible de las condiciones iniciales y una geodésica típica 
irá por toda la superficie y en todas las direcciones posibles. 

Para ver por qué el flujo geodésico tiene una dependencia sensible, re- 
cuerde que la geometría hiperbólica en una superficie abstracta corresponde a 
una superficie en forma de silla de montar que se asienta en un espacio tridi- 
mensional. Veamos dos geodésicas sobre una superficie en forma de silla de 
montar. Elija una geodésica para que recorra la cresta del sillín. Elija la se- 
gunda geodésica de modo que empiece cerca de la cresta pero apunte ligera- 
mente hacia abajo. Esta segunda geodésica se alejará rápidamente de la cresta 
y bajará la colina. Se dice que la geodesia difiere entre sí (Fig. 13). Así vemos 
que dos geodésicas cercanas se alejan rápidamente la una de la otra, produ- 
ciendo así una dependencia sensible de las condiciones iniciales. Es más difícil 
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ver por qué una trayectoria típica se extiende por toda la superficie. A grandes 
rasgos, la idea es que debido a que las trayectorias cercanas siguen alejándose 
unas de otras (dependencia sensible), una geodésica típica será empujada por 
toda la superficie. En la Fig. 12b, vemos que la dirección de la geodésica en el 
toro hiperbólico de dos orificios cambia continuamente y por lo tanto se com- 
porta de forma muy diferente que en el toro plano (Fig. 10). 


Fig. 13. La geodesia de las superficies en 
forma de silla de montar diverge 


Así pues, la respuesta a nuestra primera pregunta es la siguiente 
Respuesta 1 Existen superficies matemáticas abstractas cuyo movimiento 
geodésico es caótico. Específicamente, cualquier superficie con geometría hi- 
perbólica o, más generalmente, con curvatura negativa en todas partes, tendrá 
un flujo geodésico caótico. 

Ahora que tenemos una respuesta inicial a nuestra pregunta, refinamos la 
pregunta y preguntamos 
Pregunta 2 ¿Existen superficies físicamente realizables en un espacio tridi- 
mensional cuyo movimiento geodésico es caótico? 

En otras palabras, ¿puede el movimiento geodésico caótico ocurrir en el 
mundo real en el que vivimos o sólo ocurre en mundos matemáticos abstrac- 
tos? 

Los primeros candidatos a considerar son las superficies hiperbólicas. 
¿Hay alguna manera de realizar físicamente estas superficies? Vimos que para 
el toro hiperbólico de dos agujeros, cuando tratamos de construirlo físicamente 
identificando los lados apropiados, la superficie resultante tenía una mezcla de 
curvatura positiva y negativa. Por lo tanto, no se podía realizar físicamente 
como una superficie con una curvatura negativa en todas partes. Tal vez haya 
otras superficies hiperbólicas que se puedan realizar físicamente, manteniendo 
una curvatura negativa. 

Resulta imposible tener una superficie física que tenga en todas partes una 
curvatura negativa. Para ver por qué, tome una superficie física sentada en un 
espacio tridimensional y considere la distancia desde el origen hasta diferentes 
puntos de la superficie. Habrá algún punto o puntos en la superficie que estén 
más lejos del origen. En cualquiera de estos puntos, la superficie debe tener 
una curvatura positiva (geometría esférica). Porque si la superficie tuviera una 
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curvatura negativa (geometría hiperbólica) allí, entonces la forma de la silla de 
montar de la superficie implicaría que había otros puntos aún más alejados del 
origen. Pero ya estamos en los puntos más lejanos (Fig. 14). Así que la super- 
ficie no puede tener curvatura negativa en los puntos más alejados del origen. 


Fig. 14. Una superficie debe te- 
ner una curvatura positiva en 
lugar de negativa en el punto 
más alejado del origen. 


Por lo tanto, ninguno de los primeros candidatos conocidos por tener un 
flujo geodésico caótico, las superficies hiperbólicas, son físicamente realiza- 
bles. Así que la pregunta sigue siendo, ¿podemos tener una superficie física 
cuyo flujo geodésico es caótico? 

Como muestra el argumento anterior, cualquier superficie física debe tener 
lugares en los que la curvatura sea positiva. La presencia de curvatura positiva 
presenta una barrera muy seria para producir un flujo geodésico caótico; en 
particular, parece impedir la dependencia sensible de las condiciones iniciales. 

Considere el ejemplo más simple de una superficie con curvatura positiva: 
la esfera estándar. Tomemos dos geodésicas que comienzan en el polo norte 
pero apuntan en direcciones ligeramente diferentes (Fig. 15). Estas geodésicas 
trazan grandes círculos que, cuando comienzan en el polo norte, corresponden 
a líneas de longitud. Inicialmente, estas geodésicas se separan. Alcanzan una 
separación máxima en el ecuador y luego comienzan a juntarse de nuevo. 
Cuando alcanzan el polo sur, se encuentran de nuevo. De este modo, en lugar 
de divergir unos de otros, como sería el caso de la dependencia sensible, estas 
geodésicas vuelven a unirse. Este fenómeno de separarse y luego volver a jun- 
tarse se llama focalización. Así, a primera vista, al producir la focalización, la 
curvatura positiva parece prevenir la dependencia sensible y, por lo tanto, pre- 
venir el comportamiento caótico. 


Ny 


Fig. 15. La curvatura positiva hace que Fig. 16. Toro plano con tapa de enfoque 
la geodesia se enfoque 
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En los últimos veinte años, los matemáticos han aprendido a superar el 
problema de la focalización y ahora pueden aprovechar la focalización para 
generar dinámicas caóticas. Las técnicas para explotar el enfoque fueron ini- 
ciadas por el matemático ruso L.A. Bunimovich en su estudio de los juegos de 
billar [2] y luego se extendieron a los flujos geodésicos. 

Para el flujo geodésico, el ingrediente clave es el “capuchón de focaliza- 
ción” [8]. Hemos visto que la curvatura positiva (geometría esférica) hace que 
la geodésica cercana se separe primero y luego se reúna de nuevo. Un capu- 
chón de focalización tiene la propiedad especial de que no sólo una familia de 
geodésica que se desvía cuando entra en el capuchón se hace para unirse (foco), 
sino que luego continuará más allá de este punto de focalización y se convertirá 
en un punto de divergencia. 

En la Fig. 16, comenzamos con un toro plano, unimos un cono en forma 
de volcán de curvatura negativa y luego rematamos el cono con un capuchón 
de focalización. La geodesia diverge inicialmente a medida que se mueve sobre 
el cono en forma de silla (curvatura K < 0). Cuando atraviesan el capuchón 
(curvatura K > 0), se juntan, enfocan y luego comienzan a divergir. Luego 
regresan a la curvatura negativa y continúan divergiendo. El efecto neto es que 
al pasar a través del capuchón de enfoque, la geodésica termina por divergir 
(Fig. 17). De ahí que esta superficie abstracta, llamada “toro plano con capu- 
chón de focalización” tendrá una dependencia sensible de las condiciones ini- 
ciales y será caótica [8], [9], 

Usando capuchones de enfoque y construyendo sobre trabajos anteriores 
[4], [8], [9], [14] que involucran capuchones de enfoque sobre superficies abs- 
tractas, Keith Burns y el autor [3] pudieron responder a la Pregunta 2. 
Respuesta 2 Existen superficies físicamente realizables para las cuales el mo- 
vimiento geodésico es caótico. 

Además, podemos hacer tales superficies con topología arbitraria para que 
haya esferas físicas, toro, toro de dos agujeros, toro de tres agujeros, etc., para 
los cuales el movimiento geodésico es caótico. 

Describimos la construcción en el caso de una esfera. Comience con una 
superficie que tenga forma de silla de montar en todas partes, con curvatura 
negativa (Fig. 2, izquierda). La superficie tiene extremos circulares. A estos 
fines, coloque capuchones de enfoque, cerrando así la superficie y formando 
una esfera no estándar (Fig. 2, derecha). Su flujo geodésico será caótico. 

La superficie curvada negativamente con la que empezamos se llama la 
superficie P de Schwarz, en honor al matemático francés H.A. Schwarz [15] 
que la descubrió en la década de 1880 en el contexto de las superficies míni- 
mas. Toma un cubo y en cada cara del cubo dibuja una curva (casi) circular. 
Considere todas las superficies cuyos límites (o bordes) consistan en estas seis 
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curvas. La superficie de Schwarz es una de esas superficies (placa de color 
17a). En términos generales, de todas las superficies con estas curvas de límites 
fijos, la superficie de Schwarz es la que menos superficie tiene. De ahí que se 
le llame superficie mínima. 


Fig. 17. Enfoque seguido de desen- 
foque 


K<0 K>0  Capuchón K<O 


La superficie de Schwarz tiene muchas propiedades hermosas. Divide el 
cubo en una parte que está “dentro” de la superficie y una parte que está “fuera” 
de la superficie. Estas dos partes tienen el mismo volumen. También tiene una 
propiedad de continuación. Tome varios cubos, cada uno de los cuales contiene 
una superficie Schwarz. Apile estos cubos juntos. Las superficies de Schwarz 
se unen suavemente en las caras de los cubos para formar una superficie más 
grande (placa de color 17c). Podemos repetir este apilamiento infinitamente a 
menudo a lo largo de las tres direcciones de coordenadas. La superficie mínima 
infinita resultante es tres veces periódica porque se hace tomando una región 
fundamental que consiste en una sola superficie Schwarz y repitiéndola bajo 
traducciones en tres direcciones independientes. Esta superficie infinita divide 
el espacio tridimensional en dos partes equivalentes: una parte que está “den- 
tro” de la superficie y otra que está “fuera”. 

Al alejarnos por un momento del tema de la geodesia, mencionamos que 
en la naturaleza se han encontrado superficies mínimas tridimensionales y pe- 
riódicas. El primer ejemplo fue encontrado por Gai Donnay y D. Pawson [7] 
quienes mostraron que el elemento esquelético de los equinodermos tenía tal 
estructura. Curiosamente, las placas interambulacrales del equinodermio, 
cuando se observan con un microscopio electrónico, se asemejan a las super- 
ficies de nuestro género superior con capuchones [ 13]. En su encantador libro 
The Self-Made Tapestry: Pattern Formation in Nature, Philip Ball analiza éste 
y otros ejemplos de formas superficiales mínimas que aparecen en la natura- 
leza. 

Utilizamos la propiedad de continuación de la superficie de Schwarz para 
hacer superficies de géneros superiores. Para hacer un toro no estándar, unimos 
cuatro superficies Schwarz (placa de color 17c) y colocamos tapas de enfoque 
en los extremos (placa de color 17d). El flujo geodésico en este toro será caó- 
tico. Podemos hacer una superficie de género arbitrario tomando suficientes 
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copias de la superficie de Schwarz, apilándolas y poniendo tapas en los extre- 
mos. 

De esta manera, mostramos que existen superficies físicamente realizables 
con un flujo geodésico caótico. La construcción que describimos de comenzar 
con la superficie de Schwarz y fijar los capuchones de enfoque a los extremos, 
funciona igualmente bien cuando reemplazamos la superficie de Schwarz por 
otras superficies de curvatura negativa con extremos. Se pueden encontrar más 
detalles en [3]. 


Trabajos futuros 


Ahora sabemos que existen algunas superficies físicas con movimientos 
geodésicos caóticos. Sin embargo, en matemáticas, la respuesta a una pregunta 
generalmente lleva a varias preguntas nuevas. Lo mismo ocurre en este caso. 
Las superficies físicas que hemos encontrado son todas de un tipo especial: 
tienen una curvatura negativa (geometría hiperbólica) en el centro y capucho- 
nes de enfoque en el extremo. Supongamos que tomáramos alguna superficie 
física que no fuera de este tipo especial. ¿Su flujo geodésico sería caótico? De 
manera más general, si nos fijáramos en la colección de todas las superficies 
físicas, ¿qué porcentaje de ellas tendría un flujo geodésico caótico? En la ac- 
tualidad, los matemáticos no son capaces de responder a estas preguntas. 
¡Queda más trabajo y diversión! 

Como despedida escheriana, nos preguntamos qué diseños interesantes se 
podrían dibujar en la superficie de Schwarz. La superficie de Schwarz es alta- 
mente simétrica, compuesta por ocho hexágonos curvos idénticos, cada uno de 
los cuales está compuesto por seis copias de una región fundamental más pe- 
queña de cuatro lados. Tratemos de hacer un diseño que incorpore estas sime- 
trías. Una vez que hemos elegido un diseño para nuestra superficie Schwarz, 
podemos tomar múltiples copias de la superficie decorada y unirlas para cons- 
truir una superficie triplemente periódica. Quisiéramos un diseño que coincida 
suavemente con los bordes donde se encuentran dos superficies adyacentes de 
Schwarz. El resultado final sería un diseño periódico, tridimensional, similar 
al de Escher. 
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Rotaciones y anotaciones Es 


b 
VE y 


Jane Eisenstein y Arthur L. Loeb 


M.C. Escher y A.L. Loeb se reunieron por primera vez justo antes del Con- 
greso Internacional de Cristalografía celebrado en Cambridge, Reino Unido, 
en 1960, al que Escher había sido invitado a dar un discurso. 13], [14], el relato 
de Escher de aquella reunión, en la que su conferencia era sólo de pie, se puede 
encontrar en [1, p. 101]. En ese congreso, Loeb presentó una ponencia que 
evocó de Elizabeth Wood, quien encabezaba la delegación de Estados Unidos, 
el siguiente comentario: “Siempre quise dar una ponencia titulada “Al diablo 
con la Unidad Celular”, y ahora lo has hecho”. 

El trabajo presentado en el congreso de cristalografía de Cambridge no 
trataba de la simetría, sino de la sistemática de las estructuras cristalinas. El 
gran metalúrgico y humanista Cyril S. Smith expresó una vez la opinión de 
que la simetría es una trampa y una ilusión en el desarrollo de una comprensión 
de la estructura cristalina [21]. De hecho, las conectividades son un mejor pa- 
rámetro para clasificar y comprender los cristales, porque un ligero cambio en 
la temperatura o la presión puede mover un cristal a una clase de simetría com- 
pletamente diferente sin alterar sustancialmente las conexiones entre ¡ones o 
átomos. Sin embargo, como observó Niccolo Maquiavelo hace 500 años [18], 
“No hay nada más peligroso que tomar en mano, más peligroso de conducir, o 
más incierto en su éxito, que tomar la iniciativa en la introducción de un nuevo 
orden de cosas”. Con esta advertencia en mente, Loeb y su colega LeCorbeiller 
decidieron, en lugar de rechazar la simetría sin más, reexaminar la teoría de las 
simetrías planas, en particular, para determinar si las simetrías de rotación o de 
reflexión son más fundamentales. Presentaron su punto de vista en el congreso 
de la Unión Internacional de Cristalógrafos en Roma en 1963 (ver [12,16]). 

Una notación alternativa para los grupos de simetría 

Dado que las líneas de simetrías de reflexión coexistentes implican sime- 
trías de traslación o de rotación, pero la simetría de rotación puede existir sin 
simetría de reflexión, su conclusión fue que la simetría de rotación es la más 
fundamental. Además, su enfoque no da tanta importancia a la simetría de tras- 
lación como el enfoque unitario de los cristalogramas, ya que la simetría tras- 
lacional puede considerarse un caso especial de simetría rotacional. 

En el congreso de Roma de 1963, Carolina MacGillavry fue comisionada 
por la Comisión de Enseñanza de la Unión Internacional de Cristalografía para 
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escribir un libro sobre simetría del color, utilizando los dibujos de simetría de 
M.C. Escher como ejemplos para el análisis [17]. Loeb y MacGillavry habían 
sido amigos durante varias décadas, y después del congreso de Cambridge de 
1960, Escher y Loeb desarrollaron una amistad que duró el resto de la vida del 
artista. En 1964, Loeb visitó a MacGillavry, que entonces trabajaba en el libro 
comisionado, y observó que su enfoque de la simetría planar se prestaba parti- 
cularmente bien al análisis de la obra de Escher. 

Los cristalógrafos han basado su descripción de los cristales en la célula 
unitaria debido a su relación con la simetría de traslación: una célula unitaria 
primitiva es la región más pequeña, típicamente un paralelogramo, que cuando 
se traduce, puede generar el patrón completo. Un haz de rayos X tiene simetría 
traslacional, con el resultado de que el análisis de rayos X revelará fácilmente 
la simetría traslacional. Sin embargo, para entender las razones por las que 
ciertas estructuras cristalinas son estables, o cuáles son los campos eléctricos 
y magnéticos alrededor de los iones o átomos en un cristal, la simetría transla- 
cional no es tan importante. 


ICI 
IAEA 


oa Y Fig. la. Un patrón periódico 


El concepto de célula unitaria está relacionado con el de celda: una celda 
es un conjunto de todos los puntos de un patrón repetitivo que son imágenes 
de un único punto actuadas por dos traducciones independientes que pueden 
generar el patrón completo. Una celda de unidad contiene al menos un punto 
de celda; si contiene más de un punto de celda, una celda de unidad se llama 
múltiple, o en casos especiales centrada, mientras que una celda de unidad que 
contiene no más de un punto de celda se llama primitiva. La figura la muestra 
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un patrón repetitivo con centros de simetría rotacional triple. El paralelogramo 
resaltado en la Fig. 1b es una célula unitaria primitiva, mientras que el rectán- 
gulo resaltado es una célula unitaria doble centrada. 


E "ACA 

Aa Ve Y 

Fig. 1c. Una región fundamental rom- 
logramo y una celda de unidad doble boide y una celda-unidad hexagonal 
centrada para el patrón. (delineada) para el patrón. 

En la Fig. 1c se resalta un paralelogramo más pequeño (un rombo). Sus 
vértices son centros de simetría rotacional triple; estos puntos también se co- 
nocen como centros rotativos. Cuando el patrón se gira 120" alrededor de cual- 
quiera de estos, se verá exactamente igual, y parecerá estar en su posición ori- 
ginal. Este rombo, al igual que la celda de la unidad en la Fig. 1b, generará el 
patrón completo, pero mientras que la celda de la unidad sólo necesita ser tra- 
ducida, el rombo en la Fig. 1c, conocido como una región fundamental, tam- 
bién requiere rotaciones. Se puede girar dos veces a 120” alrededor de uno de 
sus vértices obtusos para generar un hexágono (perfilado) que es una celda 
unitaria que puede embaldosar el plano por traslación. 

En este ejemplo, la región fundamental tiene un área de un tercio de la de 
la célula de la unidad primitiva, pero todavía contiene toda la información ne- 
cesaria para generar el patrón completo por repetición. 

Los diferentes enfoques de la simetría de los patrones periódicos planares 
requieren diferentes notaciones mediante las cuales se puedan enumerar y cla- 
sificar fácilmente los patrones, y que proporcionen la información esencial so- 
bre sus simetrías de la manera más transparente posible. Nos referiremos a los 
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dos enfoques de la teoría de la simetría como la notación de la celda unidad (o 
IUCr, por sus siglas en inglés, International Union of Crystallography) y la 
notación del rotocentro. En la notación de rotocentros, es esencial distinguir 
entre rotocentros que tienen contextos distintos aunque su valor de simetría (3 
en el ejemplo de la Fig. 1c) es el mismo. Para hacer esta distinción, se utilizan 
primos. Los rotocentros en nuestro ejemplo se denominan 3, 3” y 3” respecti- 
vamente. Esta distinción no es explícita en la notación unidad-célula [20], 

Para los artistas y diseñadores, la región fundamental tiene el atractivo de 
que toda la información necesaria para generar un patrón repetitivo debe pre- 
sentarse una sola vez, mientras que una célula unitaria, si no es primitiva, con- 
tiene esa información más de una vez. No es fácil representar esa información 
varias veces de manera idéntica; rotar la región fundamental en lugar de tradu- 
cir una célula unitaria no representa un problema para el artista o diseñador, 

El enfoque del rotocentro se basa en el siguiente teorema [12,16]: 
Teorema. La coexistencia de un rotocentro f-veces y un g-veces en un patrón 
plano implica la existencia de un rotocentro h-veces en el mismo patrón plano. 
Los valores de f, g y h deben satisfacer la ecuación diofantina 

1 E 1 E 1 1 
f g h 
Las únicas soluciones son los siguientes triples fgh: 
1%, 227, 236, 244 y 333. 

Además, más de tres rotocentros distintos pueden coexistir en un patrón 
planar sólo si todos son rotocentros dobles, en cuyo caso hay cuatro rotocentros 
distintos. 

Por consiguiente, las siguientes combinaciones de valores de simetría ro- 
tacional pueden coexistir en un plano: 

1%”, 22%, 236, 244”, 333”, y 22*2”2””, 

La figura 2a muestra un patrón repetitivo de pequeños aviones, algunos 
volando hacia la derecha y otros hacia la izquierda. En la Fig. 2b mostramos 
un avión en negro; todos sus vecinos más cercanos blancos vuelan en la direc- 
ción opuesta. Las líneas blancas horizontales y verticales superpuestas son lí- 
neas especulares para el patrón infinitamente extendido, cada una de las cuales 
lo divide en dos mitades que son la imagen especular de la otra. (Observamos 
que la simetría del espejo no es perfectamente exacta, como es el caso en la 
mayoría de los patrones hechos a mano.) En las intersecciones de estas líneas 
de espejo hay dos rotocentros dobles. Estos rotocentros son distintos ya que 
uno es el punto de encuentro de los morros de los aviones y el otro está entre 
sus respectivas colas. Los rotocentros situados en los espejos se identifican 
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subrayando sus valores de simetría (orden de rotación), por lo que se denomi- 
nan 2 y 2”. Las líneas negras superpuestas sobre el dibujo son líneas de desli- 
zamiento, dividen el dibujo en dos mitades que son imágenes de espejo des- 
plazadas una de la otra con respecto a estas líneas. La flecha blanca en la línea 
de deslizamiento horizontal es el vector de deslizamiento, esto indica la distan- 
cia a la que el patrón debajo de la línea es desplazado (trasladado) antes de ser 
reflejado a su imagen en el espejo por encima de la línea. En las intersecciones 
de las líneas de deslizamiento también hay dos rotocentros dobles. Dado que 
estas son las puntas de las alas planas que casi se tocan, son distintas de las que 
están marcadas 2 y 2”, pero están relacionadas entre sí por un reflejo, por lo 
que ambas están marcadas 2”. Así pues, en el modelo de avión hay cuatro tipos 
diferentes de rotocentros, todos ellos dobles. Los dos rotocentros que tienen 
contextos que son la reflexión de cada uno de ellos se denominan enantiomór- 
ficamente emparejados, lo que es denotado por el símbolo ”. Por lo tanto, la 
simetría del patrón del avión registrado en la notación del rotocentro es 
DUDAS 
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Fig. 2. (a) Un patrón periódico, (b) Las líneas de espejo (blancas) se intersectan y las 
líneas de deslizamiento (negras) se intersectan en dos centros de rotación dobles 

Una colección de rotocentros mutuamente equivalentes se llama un roto- 
complejo. En caso necesario, se indican explícitamente las líneas de simetría 
de reflexión: m indica una línea de espejo, g una línea de deslizamiento. Una 
barra oblicua, / indica que las líneas son mutuamente perpendiculares (m/m, 
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m/g, g/g); sin la barra, las líneas son paralelas (mm, mg, gg). Los acercamien- 
tos de la notación de la celda-unidad y del rotocentro son hasta cierto punto 
mutuamente complementarios. Las principales diferencias son estas: 

e El enfoque de la celda-unidad es analítico, el del rotocentro es sintético. 
La aproximación unidad-celda encuentra una célula de unidad preferible- 
mente rectangular o cuadrada que contiene toda la información relativa a 
un patrón de repetición. El enfoque rotocéntrico es sintético en el sentido 
de que dos elementos de simetría pueden interactuar, y el patrón de repeti- 
ción es generado por la implicación lógica. 

e La notación celda-unidad apunta a células unitarias rectangulares o in- 
cluso cuadradas, incluso si esto significa recurrir a múltiples células. La 
aproximación al rotocentro no muestra preferencia por el ángulo recto. 

e La notación unidad-célula sólo se refiere a los valores de simetría de los 
rotocentros, pero no distingue entre rotocentros mutuamente distintos, 
enantiomórficos o equivalentes. 

e Enel enfoque rotocéntrico se generan todos los grupos de simetría planar: 
uno que no tiene ninguna simetría y otro que tiene una sola línea de es- 
pejo; infinitamente muchos que tienen un solo n-veces rotocentro para n 
> 1, donde pueden o no tener una línea de espejo que pasa a través del 
centro rotativo; los siete grupos monoperiódicos (cinta o friso) que se re- 
piten en una sola dirección; y los diecisiete grupos diperiódicos (papel 
tapiz). 

Recientemente el matemático John H. Conway introdujo una notación para 
la clasificación de los grupos de simetría en los planos euclidiano e hiperbó- 
lico, así como en la superficie de una esfera [2]. Esta notación se basa en el 
concepto de orbital de Bill Thurston. También reconoce la importancia de los 
rotocentros y distingue entre los que se encuentran en los espejos (a los que 
llamó puntos de cono) y los que no (llamados centros de giro). Para la compa- 
ración hemos tabulado en la Tabla 1 los grupos de friso y papel tapiz de 
acuerdo con la notación del centro rotativo, su notación de célula unitaria 
(1UCr) junto con la notación común acortada, así como la notación orbifold de 
John Conway. La notación abreviada para los grupos de friso se debe a Mar- 
jorie Senechal. Aquí, el primer símbolo indica si hay un espejo perpendicular 
a la dirección de traslación: (m = sí, 1 = no). El segundo símbolo pregunta si 
hay un espejo paralelo a la dirección de la traducción: m = sí; si no, el segundo 
símbolo es una g si hay una línea de deslizamiento, 2 si no hay línea de desli- 
zamiento, pero hay un rotocentro doble, y 1 si no hay línea de deslizamiento o 
centro de rotación doble. 
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Notación para grupos monoperiódicos (de cinta o de friso) 


A 2 _ Reflexiones. 
Rotocentro Celda-Unidad (IUCr) Corto Orbifold Reflexiones de deslizamiento 
co pi1i 11 00 00 nada 
som pim! im co * espejo paralelo a la traslación 
emm' pmil mi toco espejos alternados perpendiculares 
a la traslación 
220 p112 m2 220 nada 
6 todos los rotocentros en las 
220 pmm2 ma *220 intersecciones de los espejos 
perpendiculares 
2200 pma2 me 2400 rotocomplejos dobles emparejados 
so y plal lg o línea de deslizamiento simple 


Notación para grupos diperiódicos (papel tapiz) 
Reflexiones. 


Rotocentro Celda-Unidad wen mue Corto  Orbifold Reflexiones de deslizamiento 
10000" pi11 pl o nada 
Loose'mimn' piml pm > espejos paralelos 
|ooco'gg' plgl pg xXx líneas de deslizamiento paralelas 
10000'mg clml em *x espejo paralelo y líneas de 
deslizamiento, alternando 
222"2" p211 p2 2222 nada 
22:22" p2mm pmm +2222 espejos mutuamente perpendiculares 
22022" c2mm cmm 2*22 alternando espejos mutuamente 
perpendiculares y líneas de 
deslizamiento 
22:22'"mg p2mg pmg 22* espejos perpendiculares a las líneas 
de deslizamiento 
259'2'A 2 22x deslizamientos perpendiculares 
227213 p2g8 Peg plo. 
333" p311 p3 333 nada 
AE p3mi p3m1 *333 todos los rotocentros en espejos 
33 p3lm p3lm 3*3 un rotocomplejo en espejo; 
otros dos enantiomorfamente 
emparejados 
244 p411 p4 442 nada 
244 pámm pá4m *442 todos los rotocentros en espejos 
244 p4gm pg 4*2 doble rotocentro en espejos; 
doble rotocomplejo cuádruple. 
236 p611 pó 632 nada 
236 pómm póm 2632 todos los rotocentros en espejos 


Una Notación Preferida para un Artista Textil 


Jane Eisenstein, una artista textil, fue introducida al estudio de la simetría 
y la notación del rotocentro en el otoño de 1995, cuando tomó los cursos de 
Loeb en la Escuela de Extensión de Harvard [3], la mayoría de los patrones 
textiles contienen repeticiones, y excepto en el nivel más bajo de la tecnología 
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de tejido donde los hilos individuales son manipulados a mano, el telar de un 
tejedor limita los tipos de patrones que se pueden tejer en él. Con los telares 
manuales convencionales es fácil crear patrones textiles con ciertas simetrías, 
mientras que es difícil o imposible incorporar otras simetrías. Por lo tanto, los 
textiles tradicionales tejidos a mano se limitan generalmente a patrones que 
tienen simetría rotacional doble y cuádruple y líneas de reflexión en ángulos 
de 45” o 90” entre sí. 

Recientemente, los telares de mano más sofisticados y las herramientas de 
diseño asistido por computadora han puesto a disposición de los tejedores de 
mano una mayor capacidad de diseño de patrones. Con estas nuevas herra- 
mientas, muchos buscan posibilidades más ricas en patrones. La simetría ha 
dado a Eisenstein un lenguaje para entender los patrones existentes así como 
para crear otros nuevos. Dado que el arte y el diseño son principalmente acti- 
vidades sintéticas más que analíticas, el enfoque del rotocentro parece apro- 
piado. 

La introducción de Eisenstein a la notación de células unitarias fue a través 
de los artículos de Verda Elliot [4], Esta notación no le pareció muy útil hasta 
que consultó a Washburn y a las Simetrías de la Cultura de Crowe [22], que 
utiliza la notación de células unitarias como se describe en [20], Con esta 
ayuda, comenzó el proceso de aprender cómo funciona la célula de la unidad 
y cómo se corresponde con la notación del rotocentro. Ella generalmente pre- 
fiere la notación de rotocentro, porque usualmente lleva más información 
acerca de las cualidades inherentes al patrón, notando explícitamente todos los 
elementos de simetría distintos y sus relaciones entre sí. Sin embargo, ambas 
notaciones son útiles para distinguir tipos de patrones particulares: cmm es más 
fácil de recordar que 2212”2”. Por otro lado, las diferencias esenciales entre 
333” y 33”3”1 se capturan en la notación de rotocentro de una manera que los 
p3m1 y p31m de la IUCr no logran. (El artículo de Schattschneider [20] señala 
cómo, durante años, incluso los matemáticos más distinguidos han confundido 
la notación IUCr para estos dos grupos.) Tanto LeCorbeiller como Loeb esta- 
ban particularmente desconcertados por este par de anotaciones de células uni- 
tarias, y se convencieron de que se necesitaba una notación alternativa. 

A diferencia de la notación unidad-célula, la notación rotocéntrica no re- 
quiere un “diagrama de flujo” de preguntas como en [22], o rutina de memori- 
zación para la identificación. Una vez que los elementos de simetría distintivos 
de un patrón son anotados, la simetría es nombrada. La ecuación diofantina en 
el teorema guía confirma este análisis. 


Un desfile de patrones 
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El Congreso de Cristalografía en 1963 y el Congreso del Centenario de 
Escher exactamente treinta y cinco años después, ambos celebrados en Roma, 
representan reconocimientos significativos de la interacción entre arte y cien- 
cia. En ambas, a Loeb se le dio la oportunidad de exhibir patrones originales. 
En 1963, los organizadores del congreso solicitaron una exposición improvi- 
sada de las diapositivas de Loeb que ilustraban la teoría LeCorbeiller-Loeb. 
Estas diapositivas se pusieron a disposición para fines didácticos y, según se 
informa, todavía se utilizaban en 1990. En 1966 Loeb diseñó collages para 
ilustrar los grupos de simetría planar para una exposición conjunta con Duncan 
Stuart titulada Symmetry and Transformations en el nuevo establecimiento 
Carpenter Center for the Visual Arts en Harvard. Esta exposición, a su vez, dio 
lugar a sus cursos de Matemáticas Visuales y Ciencias del Diseño en el Depar- 
tamento de Estudios Visuales y Ambientales de Harvard. 

Los collages finalmente se agotaron, y en 1998 Loeb regresó a Roma para 
presentar en el Congreso del Centenario de Escher un muestrario de simetría, 
originalmente diseñado para estos cursos, que pretendía ser el archivo de una 
empresa de diseño ficticio llamada THURBER/Lalo (THUR BERLALO es 
una permutación de A R THUR L LO E B), cada una de las cuales ilustraba 
uno de los grupos de simetría planar. Como las creaciones de Escher que in- 
cluían muchos animales ficticios, como los wentelteefjes en su grabado Curl- 
up [1, cat. no. 374], los clientes de THURBER/Lalo, Cornelia Dermaete Cos- 
metics, los Grandes Almacenes Belletterie, la pareja Quellinck, la pintoresca 
ciudad de Witches? Cove, de la que todo el mundo parece haber oído hablar 
pero que nadie parece ser capaz de localizar, y la dinastía Enzovoort son pura- 
mente ficticios, y cualquier parecido con personas vivas o incluso con personas 
fallecidas es algo, si no totalmente involuntario. Hay pavimentos y revesti- 
mientos anticuados, diseños textiles, diseños de logotipos y mobiliario de fir- 
mas de cosmética, vitrales, pantallas para hoteles y clubes náuticos, plantillas 
de pared anticuadas, arcadas de grandes almacenes y escaparates de capillas, 
todo ello acompañado de un breve texto. Este “archivo” pretende ilustrar la 
diversidad de la aplicabilidad de la teoría de la simetría — caprichosamente, y 
como cualquier trabajo de ficción, algo autobiográfico. Este muestario de si- 
metría se mostró en diapositivas en el Congreso del Centenario de Escher en 
Roma en 1998, y se puede ver en el CD Rom que acompaña a este libro. 
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Anillos plegables de Ocho Cubos Es 


George Escher 


Mi historia comienza en Japón, en 1981, donde recibí del matemático 
Naoki Yoshimoto un pequeño rompecabezas que consistía en ocho cubos con 
caras blancas y negras, apiladas en forma de un cubo más grande, todas de 
color blanco en el exterior. Los cubos se unen mediante bisagras entre sí de tal 
manera que pueden desplegarse y luego volver a plegarse en una nueva confi- 
guración, que ahora es negra por fuera. 

Luego, en 1996,1 vio al matemático John Conway demostrando otro rom- 
pecabezas, que también consistía en ocho cubos conectados por bisagras. Al 
igual que el cubo de Yoshimoto, comenzó con ocho cubos apilados en forma 
de 2 x 2 x 2, con ocho bisagras que conectaban dos cubos cada uno, de modo 
que se podía desplegar en un anillo y luego volver a plegar de forma diferente, 
para hacer nuevos arreglos de cubos de 2 x 2 x 2 (ver Fig. 1). 

La diferencia significativa entre las construcciones de los cubos de Yoshi- 
moto y Conway fue la ubicación de las bisagras. Como se ilustra en la Fig. 1, 
que muestra posiciones relativas iniciales idénticas de los ocho cubos, la dife- 
rencia en la ubicación de las bisagras lleva a diferentes posiciones de los cubos. 


Yoshimoto 


Fig. 1. Los rompecabezas de 8 cubos de Yoshimoto y Conway 


Reflexionando en voz alta mientras mostraba su rompecabezas, John Con- 
way dijo algo así: ¿Hay más objetos de este tipo, que empiezan como un anillo 
de ocho cubos unidos por ocho bisagras y que pueden ser manipulados en al 
menos dos paquetes cúbicos diferentes de 2 x 2 x 2 cubos? Recuerdo que me 
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sorprendió la idea de que, de todas las personas, John Conway no había res- 
pondido esa pregunta por sí mismo. ¿Por qué no lo hizo? 

En casa hice ocho cubos de cartón y traté de encontrar arreglos de bisagras 
que funcionaran como fuera necesario. No tardó mucho en concluir que el pro- 
blema no era nada sencillo. También me di cuenta de que si John Conway no 
había encontrado una forma elegante y razonada de responder a su propia pre- 
gunta, ciertamente no necesitaba intentar encontrar una. Pero me pareció que 
sólo había ocho cubos y ocho bisagras, lo que no parecía mucho. Estaba jubi- 
lado y podía disponer de una buena cantidad de tiempo libre. ¿Qué pasaría si 
tratara de responder a la pregunta de John Conway de una manera tonta y la- 
boriosa, explorando todas las posibilidades? 

Comencé con dos cubos, registrando sus posibles posiciones relativas, 
luego añadiendo un tercero, luego un cuarto, y así sucesivamente hasta que 
todas las combinaciones con ocho cubos hubieran sido examinadas. Lo intenté, 
y muy pronto me enganché. Seguí y seguí durante un año, hasta que tuve la 
respuesta, que se da en forma de diagramas de las ubicaciones de las bisagras 
(al final de este artículo). 

En las secciones que siguen, doy un resumen del método utilizado para 
completar la tarea, que se repite aquí como: 


Dados los ocho cubos y las ocho bisagras, las bisagras se colocan a lo largo 
de los bordes de los cubos. Encuentra todas las formas posibles de unir los 
cubos en anillos de ocho cubos usando las ocho bisagras para que cada ani- 
llo pueda ser doblado libremente en al menos dos pilas de cubos diferentes 
de 2x2x2. Por “plegado libre” se entiende que no está permitido someter las 
bisagras a torsión, empuje, tracción o cizallamiento. 


Si se pregunta qué tiene que ver todo esto con M. C. Escher, eche un vis- 
tazo al último párrafo al final del artículo. 
Las principales herramientas utilizadas para realizar el trabajo fueron: 

e Lápiz y papel para diagramas. 

e Ocho robustos cubos de cartón, con bordes de 4 cm. La superficie fue tra- 
tada con laca para permitir la aplicación repetida y el pelado de las bisagras 
de la cinta de enmascarar. 

e Cinta de enmascarar para las bisagras, aplicada a ambos lados de cada par 
de bordes que se unen. 

e Una hoja de cálculo computarizada, para registrar las posiciones del cubo 
y de la bisagra. 

La investigación se llevó a cabo en cinco etapas principales: 


—423— 


1. Establecer convenciones para la identificación de cubos, ubicación de bi- 
sagras y ubicación de cubos. 

2. Describa todos los posibles patrones de anillos. 

3. Encontrar para cada patrón de anillo las posiciones de las bisagras que per- 
miten la existencia de dos pilas cúbicas de 2x2x2 diferentes, independien- 
temente de si una pila se puede plegar en la otra. 

4. Entre los patrones de anillos encontrados arriba, determine en cuáles las 
posiciones de las bisagras permiten el plegado libre de una pila de 2x2x2 
en la otra. 

5. Describa los resultados. 

En las siguientes secciones se describen los pasos anteriores. Una discu- 
sión completa está disponible en un informe de 180 páginas, como se indica al 
final de este documento. 


Convenciones 


La posición inicial estándar y las letras del cubo se muestran en la Fig. 2. 
La posición y orientación del cubo A están fijadas en el centro de un espacio 
cúbico formado por tres conjuntos de coordenadas mutuamente perpendicula- 
res que se utilizan para definir las posiciones del cubo. Para terminar con pilas 
de 2 x 2 x 2 todos los otros cubos deben estar ubicados en algún lugar dentro 
de ese espacio cúbico de 3 x 3 x 3. 


3 > 
Y 2 ¡. 
E 
des ; Fig. 2. Coordenadas de referencia y letras del 
cubo 
Anillos 


Mientras se apilan en forma de 2 x 2 x 2 como en la Fig. 2, los cubos 
pueden conectarse entre sí de dos maneras distintas. Por ejemplo, A puede co- 
nectarse a C sólo usando una bisagra, a lo largo de los dos bordes en contacto. 
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Yo lo llamo una conexión “diagonal”, porque los cubos que se unen se encuen- 
tran a lo largo de una de las 12 diagonales frontales de la pila de 2 x 2 x 2. Se 
pueden hacer conexiones diagonales similares entre D y G, AyF y así suce- 
sivamente. 

Por otra parte, A puede conectarse con B colocando una bisagra a lo largo 
de cualquiera de los cuatro pares de bordes adyacentes de los dos cubos. Llamo 
a estas conexiones “de canto”, porque los cubos que se unen se encuentran a 
lo largo del mismo borde de la pila de 2 x 2 x 2. Se pueden hacer conexiones 
similares entre G y F, D y C y así sucesivamente. Tenga en cuenta que las 
descripciones “diagonal” y “borde” sólo se aplican a la condición apilada de 2 
x 2 x 2. Una vez que los cubos están separados por el despliegue, estos térmi- 
nos pierden su significado. 

Un anillo de ocho cubos está formado por la conexión de pares de cubos 
entre sí por una sola bisagra. Cada cubo debe tener dos y sólo dos bisagras, 
situadas en bordes diferentes. Para la primera etapa del estudio de los anillos 
es suficiente tratar sólo las conexiones, sin tener en cuenta qué bisagras espe- 
cíficas realizan las conexiones. 


Fig. 3. Diagrama típico de un anillo de 8 cubos con dos co- 
nexiones diagonales 


Fig. 4. El único anillo con O conexiones diagonales 


Fig. 5. Los cinco anillos con 2 conexiones diagonales. Los anillos B, C, D y F también 
tienen formas opuestas. 
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Fig. 6. Los cinco anillos con 4 conexiones diagonales. Todos ellos también tienen formas 
Opuestas. 


Fig. 7. El único anillo con 6 conexiones diagonales. Tam- 
bién tiene una forma de mano opuesta 


h 

Sólo después de que el anillo se haya doblado completamente en una pila 
de 2 x 2 x 2 se puede determinar si una bisagra en particular forma una cone- 
xión diagonal o de canto. 

La estructura de una pila de 2 x 2 x 2 puede ahora simplificarse reempla- 
zando cada cubo por un punto en su centro, y mostrando las conexiones por 
líneas rectas entre los puntos. Un ejemplo de esto se muestra en el diagrama 
de la Fig. 3. El cubo tiene seis conexiones en los bordes y dos diagonales. Los 
centros de los cubos se identifican con letras minúsculas. 

El siguiente paso fue determinar el número y la geometría de todas las 
configuraciones posibles de anillos de 8 cubos que se pueden doblar en pilas 
de 2 x2 x 2. Se encontró un total de doce, sin contar las imágenes en espejo. 
Se pueden clasificar en cuatro categorías: las que tienen cero, dos, cuatro y seis 
conexiones diagonales. Los resultados se muestran en las figuras 4, 5, 6 y 7. 


Bisagras 


Una vez que se establecieron las geometrías de los anillos, el siguiente paso 
fue encontrar dónde se pueden colocar las bisagras para hacer las conexiones 
entre los cubos de cada anillo. Esto se hizo mediante un ensayo sistemático, 
utilizando cubos de cartón y bisagras de cinta adhesiva. Para cada anillo, la 
investigación procedió de la siguiente manera: 

e. Seleccione el anillo que desea investigar. 
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e Considere el cubo A fijo en su posición estándar en el centro del espacio 
de coordenadas de la Fig. 2. 

+ Conecte, en posición estándar, el cubo B al cubo A por una bisagra, registre 
la posición de la bisagra y las posiciones a las que se puede girar el cubo 
B. Debido a que definí todos los anillos para que tuvieran una conexión 
por los bordes entre A y B, hay cuatro posibles ubicaciones de las bisagras 
y nueve posibles posiciones para B. 

+ Conecte, en posición estándar, el siguiente cubo en el anillo a B, elija y 
registre la posición de la bisagra, luego para cada posición posible de B 
registre las posiciones posibles de este cubo siguiente. 

e Continúe de esta manera con los cubos restantes a lo largo del anillo. Al 
final de este ciclo se han encontrado unos cuantos juegos de ocho bisagras 
que conectan los ocho cubos tanto en posición estándar como en nuevas 
posiciones dentro de una pila de 2 x 2 x 2. 

Debe entenderse que durante esta etapa de la investigación sólo me ocupé 
del caso estático de 2 x 2 x 2 pilas. Aparte de las manipulaciones de cubos 
individuales a medida que se iban añadiendo, ignoré cualquier movimiento 
combinado de los ocho cubos conectados que pudiera ser necesario para trans- 
formar la pila estándar en la nueva pila 2 x 2 x 2. Eso se convertiría en la 
preocupación en la siguiente etapa, después de que se descubrieran todas las 
pilas no estándar para un anillo. 


Plegado libre 


La última fase de la investigación consistió en el montaje de modelos de 
los anillos que se había comprobado que tenían una configuración de pilas de 
2 x 2 x 2 diferente de la configuración estándar. Cada uno de ellos se probaría 
cuidadosamente a mano y a ojo para descubrir si era posible el despliegue y, a 
continuación, si era posible una transformación libre y completa de la pila es- 
tándar a la alternativa 2 x 2 x 2. Las ubicaciones de las bisagras (o al menos 
las que encontré) que permiten una transformación tan completa fueron enton- 
ces registradas, usando las convenciones mostradas en la Fig. 8. La Figura 9 
muestra estas 17 configuraciones diferentes; aquí hay unos breves comentarios 
sobre cada una de ellas. 
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Bisagra en la parte superior de los cubos 


Bisagra debajo de los cubos 


fare) Bisagra a lo largo de cualquiera de los cuatro 
pares de bordes adyacentes 


+ E Bisagra que une dos bordes verticales 


y Bisagra incompleta en la parte superior 
sa ata e los cubos 
Fig. 8. Convenciones utilizadas en la Fig. 9 


Al. Una familia en la que se pueden unir cuatro pares de cubos cara a cara 
mediante cualquiera de las cuatro bisagras disponibles, sin afectar a las dos 
configuraciones finales. Una combinación de las bisagras marcadas “cual- 
quiera” proporciona una configuración más: A3. 

A2. Tiene una imagen especular. Una familia en la que dos pares de cubos 
pueden unirse cara a cara mediante cualquiera de las cuatro bisagras dis- 
ponibles, sin afectar a las dos configuraciones finales. Una combinación 
de las bisagras marcadas “cualquiera” proporciona una configuración más 
(A3), otra combinación proporciona dos configuraciones más (A5). 

A3. Tiene una imagen en el espejo. Tres configuraciones, una perteneciente a 
la familia Al, otra a la familia A2 y otra a ambas. 

A4. Un caso interesante de Al, que muestra una vaguedad engañosa. A pesar 
de una apariencia de libertad, cualquier plegado conduce a una de las dos 
configuraciones habituales. 


A6 

Fig. 9. (continúa en la página siguiente) Las diecisiete configuraciones de cubos articu- 
lados que permiten un completo plegado y despliegue “libre” desde la configuración 
estándar 2 x 2 x 2 hasta una pila alternativa 2 x 2 x 2. 
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A10 Al 
A13 
A15 
F1 F2 


Fig. 9. (continuación) 


AS5. Caso especial de A2, con cuatro configuraciones. Este es el arreglo de 
bisagras de John Conway, discutido al principio de este artículo. 

A6. Una familia en la que dos pares de cubos pueden unirse cara a cara por 
cualquiera de las cuatro bisagras disponibles, sin afectar las dos configu- 
raciones finales. 

A7. Una familia en la que se pueden unir cuatro pares de cubos cara a cara 
mediante cualquiera de las cuatro bisagras disponibles, sin afectar a las dos 
configuraciones finales. 

AS. Dos configuraciones. Este es el arreglo de bisagras de Naoki Yoshimoto, 
discutido al principio de este artículo. 
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A9. Dos configuraciones. 

A10. Cuatro configuraciones. 

A11. Tiene una imagen en el espejo. Dos configuraciones. 
A12. Tiene una imagen especular. Dos configuraciones. 
A13. Tiene una imagen especular. Dos configuraciones. 
A14. Tiene una imagen especular. Dos configuraciones. 
A15. Tiene una imagen especular. Dos configuraciones. 
F1. Cuatro configuraciones. 

F2. Tiene una imagen especular. Dos configuraciones. 


Resultados 


La investigación arrojó los siguientes resultados (véanse las figuras 4, 5, 6 


y 7): 


El anillo O, con seis conexiones diagonales, es totalmente inmóvil. 

Los anillos G, H, L K y M, es decir, todos aquellos con cuatro conexiones 
diagonales, tienen algunas configuraciones alternativas 2 x 2 x 2, ninguna 
de las cuales puede ser manipulada libremente de estándar a alternativa. 
Los anillos B, C, D y E, con dos conexiones diagonales, tienen muchas 
más configuraciones alternativas de 2 x 2 x 2 que el grupo anterior. Tam- 
bién son más móviles, pero ni uno solo puede ser manipulado libremente 
desde una configuración estándar a una alternativa. 

El anillo F, también con dos conexiones diagonales, fue el primero en pro- 
ducir dos transformaciones del estándar al alternativo 2 x 2 x 2 (Fl y F2, 
Fig. 9a). Había tomado seis meses, y la grabación de aproximadamente 
5000 posiciones de cubos para alcanzar esta etapa. 

El anillo A, con sólo conexiones en los bordes, tiene el mayor número de 
configuraciones alternativas de todos. Los que pueden transformarse libre- 
mente de pilas estándar a pilas alternativas de 2 x 2 x 2 se muestran como 
Al a Al1S en la Fig. 9. Tomó cinco meses adicionales y la grabación de 
cerca de 6.000 posiciones de cubos para completar la investigación de este 
último anillo. 

Los diagramas de las Figuras 8 y 9 dan la información necesaria para cons- 


truir modelos de los anillos de los ocho cubos. Encuentro conveniente usar 
cubos de madera dura de 3/4 de pulgada, disponibles en muchas tiendas de 
artesanías, y unirlos con cinta adhesiva de 3/4 de pulgada. 


Los anillos se muestran desplegados, planos sobre una mesa, con las posi- 


ciones de las bisagras explicadas en la Fig. 8. En los cuatro casos Al, A15, Fl 
y F2 no es posible desplegar completamente los ocho cubos en un plano plano, 
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por lo tanto se muestra una bisagra desconectada, con flechas que indican qué 
bordes unir en último lugar, después de levantar y girar algunos de los cubos. 


Comentarios 


Fundamentos teóricos. Al principio de este proyecto decidí proceder por 
métodos experimentales, esencialmente no matemáticos, porque no tenía idea 
de cómo atacar el problema de una manera más razonada y matemáticamente 
elegante. Mientras trabajaba con modelos y cinta adhesiva, me preguntaba de 
vez en cuando si podía ver una forma menos descerebrada de encontrar la res- 
puesta que buscaba. No podría, y todavía no tengo ni idea de una teoría utili- 
zable que pueda proporcionar una manera más directa de obtener una res- 
puesta. 

Exhaustividad. Aunque en principio el enfoque adoptado en este proyecto 
debería proporcionar el conjunto completo de posibles respuestas a la pregunta 
inicial de John Conway, es posible que se hayan pasado por alto algunas posi- 
bles configuraciones de bisagras, por dos razones: 

1. La búsqueda incluyó aproximadamente 11.000 pasos, cada uno de los cua- 
les requería un juicio visual y espacial y la escritura de una entrada en el 
registro. Los errores deben haber ocurrido de vez en cuando. Pero debido 
a que había muchos más callejones sin salida que caminos que conducían 
a un conjunto de cubos debidamente plegados, es probable que no se hayan 
pasado por alto pocos pasos correctos, si es que hubo alguno. 

2. En la etapa final, cuando se trataba de manipular cubos de 2 x 2 x 2 para 
saber si se abrirían, todo dependía de tener un modelo mecánicamente lim- 
pio y de aplicar la cantidad correcta de fuerza en la dirección correcta. Este 
tipo de matemáticas de “tanteo” no son confiables: Descubrí accidental- 
mente un patrón más de bisagras plegables (F2) después de creer que las 
había encontrado todas. 


Plegado sin esfuerzo. Está claro que el despliegue de la mayoría de las pilas 
de2x2x2(Al AS, A6, Al, A8, A9, A10, A11, A12) puede ocurrir sin es- 
fuerzo. En este grupo cada movimiento puede ser ejecutado girando bloques 
de cubos simultáneamente alrededor de dos bisagras ubicadas en una línea, 
proporcionando así el movimiento libre de tensión especificado. Pero para las 
pilas restantes (A2, A3, A5, A13, A14, A15, Fl, F2) el patrón de despliegue 
requiere complejas rotaciones y traslaciones de cubos en el espacio, con varias 
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bisagras operando simultáneamente en diferentes direcciones. Aunque el ple- 
gado parezca libre de estrés, ¿estamos seguros de que no estamos haciendo 
trampa? 

Para Fl, Brian Calvert, del departamento de matemáticas de la Universidad 
de Brock en St. Catharines, Ontario, ideó una demostración convincente de 
plegado sin esfuerzo. Requiere el modelo de cartón plano y cuadrado que se 
muestra en la Fig. 10 (izquierda). Si se pliega a lo largo de las líneas interiores, 
se puede plegar para emular los movimientos de los cubos de Fl. Excepto qui- 
zás para A2, y por lo tanto también para A3 y AS, no he sido capaz de concebir 
ninguna demostración de plegado libre de tensión para las pilas restantes. Para 
A2 diseñé el modelo de cartón plano de la Fig. 10 (derecha). Consiste en dos 
pares de piezas idénticas: dos rectángulos con lados de una y dos unidades; y 
dos piezas formadas por dos cuadrados que se giran en un ángulo arbitrario 
pero igual entre sí. Las cuatro piezas están unidas por tres bisagras como se 
muestra. Algunos días manejando este modelo me convence de que A2 se do- 
bla sin tensión, otros días no estoy tan seguro. Dejo que el lector decida por sí 
mismo. 


Fig. 10. Izquierda: El modelo de Brian Calvert para F1. Derecha: Mi modelo para A2 


Una extraña pareja. En un aspecto A8 y F2 son opuestos entre sí. A8 es el 
único patrón que se repite, es decir, todas las caras que están ocultas en una 
configuración se convierten en las caras exteriores en la otra configuración. F2 
hace lo contrario. Es el único patrón en el que cada cara en el exterior en una 
configuración permanece en el exterior en la otra configuración. Sólo cambian 
las posiciones relativas, algo así como en un cubo de Rubik. 


Conexiones con M.C. Escher 


Uno puede preguntarse: ¿qué tiene que ver todo esto con M.C. Escher y su 
trabajo? Aparte de la conexión familiar —él era mi padre— puedo ver varios 
aspectos. Apilar ocho cubos de acuerdo con una regla simple tiene mucho en 
común con trabajar con un teselado, pero en el espacio en lugar de en el plano 
llano. Los métodos utilizados por mi padre y por mí eran muy similares: un 
enfoque sistemático y paciente mediante ensayos sucesivos, sin ayuda de las 
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matemáticas formales, utilizando el ojo y las manos para manipular el lápiz, el 
papel y los modelos. Lo que nos llevó a tareas tan largas y a menudo monóto- 
nas fue muy similar: primero la curiosidad por un rompecabezas geométrico, 
luego el interés, y finalmente la adicción. 

Cada vez que me preguntaba por qué estaba involucrado en una actividad 
tan tonta, podía escuchar los genes de mi padre hablando alto y claro: Lo haces 
porque es divertido, porque estás demasiado interesado en el problema para 
abandonarlo. 


Nota. Un informe de 180 páginas de este proyecto está disponible. Para 
recibir uno, envíe su nombre, dirección y un giro postal por U$S 30.00 al autor 
(dirección al final de este volumen). 


—433— 


Destronamiento del plano de simetría [1] 


Istvan Hargittai 


En memoria de Caroline H. MacGillavry [2] 


C.H. MacGillavry (1904-1993) 


Hay toda una variedad de obras de Escher que me gusta mirar, pensar o 
discutir con amigos. Incluyen sus dibujos de flores silvestres, paisajes italia- 
nos, “figuras imposibles” y dibujos periódicos. Mi favorito son sus flores sil- 
vestres. Son tan contundentes como sutiles. Destacan lo esencial e ignoran el 
resto, que es también la característica de los buenos modelos científicos de la 
naturaleza. Anticipo, sin embargo, que los dibujos periódicos de Escher ten- 
drán el impacto más duradero de todas sus obras. La presente contribución 
indaga en su atractivo para los científicos. 

Cuando se introduce la noción de destronamiento del plano de simetría, se 
implica que el plano de simetría ha sido entronizado. Esto es así, en la medida 
en que la reflexión es la más común de las simetrías. Cuando pensamos en la 
simetría, el primer ejemplo que nos viene a la mente es la simetría bilateral del 
cuerpo humano, por muy aproximada que sea esta simetría. El plano de sime- 
tría en este caso divide en dos el cuerpo humano. El plano de simetría es ubicuo 
tanto en la naturaleza como en las creaciones humanas. Sin embargo, tiene una 
utilidad extremadamente restringida cuando se trata de una buena utilización 
del espacio. El mensaje de la presente comunicación es que, tanto si se trata de 
los dibujos periódicos de Escher como de las estructuras cristalinas o de la 
interacción de moléculas biológicas, el plano de simetría no es un elemento de 
simetría común. 


Empaque más denso y complementariedad 
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Los dibujos periódicos de Escher proporcionan un modelo del embalaje 
más denso. Se han utilizado ampliamente para demostrar las propiedades de 
simetría de los patrones en dos dimensiones. En la mayoría de los casos, la 
compactación más densa se consigue mediante la complementariedad en la 
disposición de los elementos constructivos. Las operaciones de simetría que 
generan estos patrones rara vez incluyen el plano de simetría. El plano de si- 
metría sólo puede intervenir en casos extremos cuando los propios elementos 
de construcción son de alta simetría. Para una forma arbitraria, sin embargo, la 
aplicación del plano de simetría excluiría el empaque más denso al dejar trozos 
considerables de la superficie descubiertos. El embalaje más denso significa la 
máxima utilización del espacio disponible, ya sea una superficie o un volumen 
tridimensional. Por supuesto, en las obras de Escher, como en la mayoría de 
los materiales educativos de la cristalografía, el foco es el plano bidimensional. 

La mejor utilización del espacio disponible es el objetivo del embalaje más 
denso. La observación empírica de que la naturaleza aborrece un vacío se ha 
afirmado repetidamente desde Galileo, pero rara vez se ha analizado. Mi afir- 
mación es que el objetivo final para encontrar la mejor disposición de los ele- 
mentos de construcción en la naturaleza no se rige por tal principio. Por el 
contrario, existe un principio subyacente a un nivel más profundo, a saber, que 
los acuerdos que se persiguen deben proporcionar la mayor estabilidad, es de- 
cir, la menor energía global. Esto ocurre cuando se maximiza la cantidad de 
posibles interacciones entre los elementos constructivos, siempre que sean de 
naturaleza atractiva. Si este es el caso, la cantidad de interacciones se maximiza 
cuando se maximizan las áreas de superficie que interactúan. Esta condición 
es proporcionada por un arreglo complementario de dos piezas de la misma 
forma arbitraria. Esto estaría lejos de ser maximizado, en el caso general, si los 
dos estuvieran relacionados por un plano de simetría. La utilidad del concepto 
de complementariedad se ilustrará aquí invocando ejemplos seleccionados, 
desde Lucrecio hasta los últimos descubrimientos en biología molecular. 


e... 


Diciéndolo con Lucrecio 


Los dibujos de Escher son los más bellos ejemplos del embalaje más denso 
del plano. Las cavidades de un objeto se llenan con las protuberancias del otro. 

Lucrecio (ca 96-ca 55 a.C.) proclamó el principio fundamental de los me- 
jores arreglos de embalaje hace dos mil años. De hecho, llegó al principio de 
complementariedad. Lucrecio declaró en su De rerum natura: [3] 


Cosas cuyos tejidos muestran opuestos que coinciden, 
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uno cóncavo donde el otro es convexo, 
y vice versa, formarán la unión más cercana. 


Predicciones valoradas 


Los cristales moleculares proporcionan numerosos ejemplos del embalaje 
más denso de la naturaleza. El gran cristalógrafo ruso Aleksandr I. Kitaigo- 
rodskii hizo una contribución única a esta área de la ciencia. Predijo que entre 
las estructuras cristalinas, los grupos espaciales tridimensionales de menor si- 
metría son mucho más frecuentes que los de mayor simetría. Esta fue una pre- 
dicción en un momento en que pocas estructuras de cristal se habían determi- 
nado experimentalmente. 

Kitaigorodskii solía decir, “una teoría de primera clase predice, una teoría 
de segunda clase prohíbe, y una teoría de tercera clase explica después de los 
hechos”. Incluso una teoría de tercera clase es importante porque aunque no 
hayamos anticipado nuestros hallazgos, al menos nos gustaría entenderlos des- 
pués. Sin embargo, es algo totalmente diferente cuando nuestros hallazgos pue- 
den predecirse mediante una teoría o un modelo adecuado. Esto sucede sólo si 
realmente entendemos el fenómeno que se está estudiando. Así, la predicción 
exitosa de Kitaigorodskii de la distribución de los grupos espaciales tridimen- 
sionales implicaba la comprensión de los principios subyacentes del empaque- 
tamiento molecular. 

Kitaigorodskii encontró que el embalaje de las moléculas es espacialmente 
complementario. Para conseguir un embalaje más denso, las moléculas de 
forma arbitraria se complementan entre sí en la mejor disposición. Por lo tanto, 
las moléculas que tienen una forma con cavidad y protuberancia no utilizarán 
el espacio disponible de manera más eficiente si giran una hacia la otra de tal 
manera que la cavidad de una molécula coincida con la cavidad de la otra. Este 
sería el caso si se relacionaran por reflexión. Por el contrario, la mejor dispo- 
sición es cuando la protuberancia de una molécula encaja en la cavidad de la 
otra, y así sucesivamente. Esta es otra expresión del principio de complemen- 
tariedad que aparece de muchas maneras en la ciencia porque lo hace en la 
naturaleza. 


Entrar en Biología Molecular 
El principio de complementariedad espacial en sí mismo no fue, por su- 


puesto, un invento de Kitaigorodskii. Él “sólo” lo llevó a su extrema utilidad 
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para llegar finalmente a la predicción de la distribución de frecuencias de los 
230 grupos espaciales tridimensionales entre estructuras cristalinas. 

Una importante contribución apareció en 1940 conjuntamente por dos fu- 
turos premios Nobel, el químico estructural Linus Pauling y el físico conver- 
tido en biólogo Max Delbriick. Titularon su nota en Science “The Nature of 
the Intermolecular Forces Operative in Biological Processes”. 5] Fue prepa- 
rado en respuesta a una serie de documentos de Pascal Jordan, quien había 
sugerido que una interacción de estabilización cuántica mecánica opera prefe- 
rentemente entre moléculas o partes de moléculas idénticas o casi idénticas. La 
sugerencia surgió en relación con el proceso de síntesis molecular biológica, 
que dio lugar a réplicas de moléculas presentes en la célula. Pauling y Delbriick 
sugirieron la precedencia de la interacción entre partes complementarias, en 
lugar de la importancia de la interacción entre partes idénticas. Argumentaron 
que las interacciones intermoleculares de atracción y repulsión de van der 
Waals, interacciones electrostáticas, formación de enlaces de hidrógeno, etc., 
dan estabilidad a un sistema de dos moléculas con estructuras complementarias 
en yuxtaposición, en lugar de dos moléculas con estructuras idénticas. 

En consecuencia, sostuvieron que la complementariedad debía tenerse en 
cuenta en primer lugar al examinar las interacciones intermoleculares. 

El eventual descubrimiento del mecanismo de la función del ácido desoxi- 
rribonucleico (ADN) a través de la doble hélice es la ilustración más conocida 
de la complementariedad en biología molecular. La clave inmediata del descu- 
brimiento fue la complementariedad de base descubierta por Erwin Chargatff. 


Mejoran los paquetes de simetría inferior 


La descripción de la naturaleza de las fuerzas intermoleculares por Pauling 
y Delbriick parece directamente aplicable al empaquetado de los cristales mo- 
leculares. Para Kitaigorodskii, además de sus brillantes conjeturas, se necesi- 
taron muchos años de meticulosas mediciones antes de que pudiera llegar a sus 
hallazgos, cuya validez ha resistido la prueba del tiempo. 

Al principio de su programa de investigación científica, Kitaigorodskii de- 
cidió usar formas idénticas pero arbitrarias en su sondeo de los mejores arre- 
glos posibles en el plano. Estableció la simetría de capas bidimensionales que 
permiten un número de coordinación de seis en un ángulo de inclinación arbi- 
trario de las moléculas con respecto a los ejes de inclinación de la célula de la 
unidad de capas. Encontró que tal arreglo siempre estaría entre los que tienen 
el embalaje más denso. Citamos aquí un ejemplo del caso general de las molé- 
culas de forma arbitraria. Kitaigorodskii se dirigió a la tarea de seleccionar los 
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grupos espaciales bidimensionales para los cuales es posible un empaqueta- 
miento eficiente de moléculas de forma arbitraria. Este es un enfoque de gran 
interés ya que el resultado responderá a la pregunta de por qué hay una alta 
ocurrencia de unos pocos grupos espaciales entre los cristales mientras que 
muchos de los 230 grupos casi nunca ocurren. 

Kitaigorodskii primero examinó el problema del embalaje denso. Para el 
grupo plano con la menor cantidad de simetría (sólo simetría de traslación, p1) 
es posible conseguir el empaquetamiento más denso con cualquier forma mo- 
lecular si se eligen adecuadamente los períodos de traslación (ti y t2) y el án- 
gulo entre ellos. Lo mismo ocurre con el grupo del plano generado por las 
rotaciones dobles (p2) (Fig. 1). Por otro lado, los grupos de planos con planos 
de simetría (pm y pmm) no son adecuados para el embalaje más denso. Debido 
a los planos de simetría en estos arreglos, las moléculas están orientadas de tal 
manera que sus partes convexas se enfrentan a las partes convexas de otras 
moléculas. Esta disposición contrarresta el embalaje denso (Fig. 2). Los grupos 
de planos con reflexión de deslizamiento (pg y pgg) pueden ser adecuados para 
6 coordenadas. Esta capa no es de máxima densidad y en una orientación dife- 
rente de las moléculas sólo se consigue una coordinación de 4 (Fig. 3). Para 
grupos planos de mayor simetría, la utilización eficiente del espacio es cada 
vez más difícil. Si la propia molécula tiene simetría de reflexión, es decir, re- 
tiene un plano de simetría, entonces puede tener una mejor oportunidad para 
un empaque más denso incluso en grupos de simetría con un alto número de 
elementos de simetría, con planos de simetría incluidos. 


Fig. 2. Los planos de simetría en los grupos espaciales pm y pmm impiden el embalaje 
denso, de Kitaigorodskii [4]. 
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Fig. 3. Dos formas de empaquetado con grupos espaciales pgg: una es el empaquetado 
más denso y la otra es utilizar una orientación diferente de las moléculas que reduce el 
número de coordinación de seis a cuatro; de Kitaigorodskii [4]. 


Después de considerar los grupos de planos para el embalaje denso, el si- 
guiente paso es aplicar el modelo geométrico al examen de la idoneidad de los 
grupos espaciales tridimensionales para dicho embalaje. En este caso, la tarea 
consiste en seleccionar los grupos espaciales en los que se pueden embalar las 
capas, lo que permite obtener el mayor número posible de coordenadas. Ob- 
viamente, los planos de espejo no serían aplicables para repetir las capas. 

Las clases de cristal de baja simetría son típicas de los compuestos orgáni- 
cos. La compactación más densa de las capas puede lograrse ya sea por trasla- 
ción a un ángulo arbitrario formado con el plano de la capa, o por inversión, 
plano de deslizamiento, o por rotación del eje del tornillo. En casos raros, el 
empaque más cercano también puede lograrse mediante una rotación doble. 

Kitaigorodskii ha analizado los 230 grupos espaciales tridimensionales 
desde el punto de vista del empaquetamiento más denso, y encontró sólo seis 
grupos espaciales disponibles para el empaquetamiento más denso de molécu- 
las de forma arbitraria (P1, P21, P21/c, Pca, Pna, P212121). Para las moléculas 
con centros de simetría, existen incluso menos grupos espaciales tridimensio- 
nales adecuados (P1, P21/c, C2/c, Pbca). En estos casos todas las orientaciones 
mutuas de las moléculas son posibles sin perder la coordinación de las seis. 

Uno de los grupos espaciales de baja simetría (P21/c) ocupa una posición 
sorprendentemente especial entre los cristales orgánicos. Es la característica 
única de este grupo espacial que permite la formación de capas de embalaje 
más densas en los tres planos de coordenadas de la célula de la unidad. Hay 
otros dos grupos espaciales (P21 y P212121) entre los que proporcionan el em- 
balaje más denso. Según los exámenes estadísticos, estos tres grupos son los 
tres primeros en frecuencia de aparición. Para las moléculas quirales, estas po- 
sibilidades son válidas sólo para las formas zurdas o diestras. 

El trabajo pionero de Kitaigorodskii sobre la distribución de compuestos 
orgánicos moleculares en los grupos espaciales destaca no sólo como una 
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fuente importante de información científica sino también como un modelo de 
investigación científica. 


Copiar el ADN 


El mecanismo de acción de las moléculas de ADN se caracteriza por la 
complementariedad, aunque en una escala diferente de complejidad. Kary Mu- 
1lis, la descubridora de la Reacción en Cadena de la Polimerasa, la describe de 
la siguiente manera: [6] 


El ADN tiene la notable propiedad de que existen dos formas de cualquier 
secuencia particular de las bases de purina y pirimidina que se pueden unir. 
Puedes hacer una cadena y puedes hacer otra cadena que vaya hacia atrás 
en secuencia; es el complemento, y se sujetan muy fuerte. Es una hélice pre- 
ciosa, pero también tiene pliegues que causan muchas conmociones. Sin em- 
bargo, las dos hélices están tan apretadas que hay que hervir el ADN para 
separarlas. Esto también puede ser hecho por una enzima, quemando mucho 
ATP [adenosina 5”-trifosfato]. Este ADN puede reproducirse por sí solo. La 
arcilla también hace esto, si se considera su estructura en capas, cada capa 
que une la capa complementaria a la anterior. El ADN tiene esta capacidad. 
Si se hace un pedazo corto de una cadena de un ADN, como 20 bases, 
esta pieza tendrá una afinidad tremenda por la secuencia complementaria. 
Usted pone esta secuencia larga de 20 bases en una mezcla que tiene una de 
cada mil millones, o incluso trillones (109) piezas diferentes, y encontrará la 
secuencia exactamente complementaria a ella en unos 30 segundos. 


La geometría de Lord Kelvin 


Las principales contribuciones de Kitaigorodskii se centraron en las pro- 
piedades geométricas de las estructuras cristalinas más que en sus propiedades 
físicas. Uno de sus predecesores en esta búsqueda fue Lord Kelvin. En 1904, 
Lord Kelvin publicó sus célebres Baltimore Lectures on Molecular Dynamics 
and the Wave Theory of Light, pronunciadas originalmente en 1884. [7] Las 
veinte conferencias de Baltimore se complementan con otras doce conferen- 
cias sobre temas afines en este volumen. El Apéndice H es “On the Molecular 
Tactics of a Crystal”, que trata de la geometría de la disposición de las molé- 
culas en la constitución de un cristal. Esta fue The Robert Boyle Lecture de 
Lord Kelvin, pronunciada ante el Oxford University Junior Scientific Club, el 
16 de mayo de 1893. 
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Esta conferencia muestra una tremenda presciencia de Lord Kelvin. Acon- 
seja, por ejemplo, a los futuros cristalógrafos: “Aconsejo a cualquiera de vo- 
sotros que desee estudiar cristalografía que contrate a un torneador de madera, 
o a un fabricante de cuentas para borlas de muebles o para rosarios, para un 
millar de bolas de madera de alrededor de media pulgada de diámetro cada 
una”. Los agujeros a través de ellos no harán daño, e incluso pueden ser útiles; 
pero asegúrese de que las bolas sean lo más iguales entre sí, y que cada una de 
ellas sea lo más esférica posible”. 

Los dos patrones de Kelvin difieren en que en uno todas las moléculas 
están orientadas de la misma manera, mientras que en el otro las filas de mo- 
léculas están orientadas alternativamente de dos maneras diferentes (Fig. 4). 
El límite de cada molécula presentaba un gran rompecabezas para Kelvin, y él 
lo consideraba un problema puramente geométrico. Este es el punto en el que 
sus sucesores introdujeron consideraciones para las interacciones intermolecu- 
lares, y para Kitaigorodskii esto culminó en lo que él expresó metafóricamente: 
“vistió las moléculas en el abrigo de piel de los dominios de van der Waals”. 
El teselado del plano de Kelvin estaba por delante de Polya y Escher, pero los 
decoradores islámicos y moriscos habían estado haciendo esto durante cientos 
de años antes que él. 

Mientras Lord Kelvin buscaba un embalaje más eficiente, es decir, más 
cerca del plano, se movía alrededor de los motivos planares que representaban 
moléculas idénticas de forma arbitraria y llegó a un embalaje mucho más efi- 
ciente. Intentaba utilizar formas lo más rectilíneas posible para dividir el plano 
y no dejaba que sus moléculas se tocaran entre sí. De lo contrario, creó una 
representación moderna del embalaje molecular en el plano. 
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Fig. 4. Dos arreglos de ile oboe de Lord Kelvin [7] 


Aunque Lord Kelvin reconoció la importancia de la complementariedad 
en el embalaje molecular, esta propiedad no se ha asociado a su nombre. Una 
de las razones puede haber sido que era muy conocido por otros trabajos. Otra 
razón puede haber sido que esto se describió en un Apéndice solamente. Otra 
razón puede haber sido que el mundo de la ciencia no estaba preparado para 
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este descubrimiento en el momento de su conferencia de Oxford, en 1893, o 
en el momento de la publicación de estas conferencias, en 1904. 


Patrones de Escher 


La presentación más conocida de los 17 grupos espaciales bidimensionales 
es la de George Polya [8] porque ilustró los 17 grupos con patrones que llenan 
completamente la superficie sin espacios ni superposiciones. Hoy en día los 
llamaríamos patrones similares a los de Escher. De hecho, había una impor- 
tante conexión entre Polya y Escher que ha sido descrita por Doris Schattsch- 
neider. 19] 

Los patrones planares que llenan el plano sin huecos o superposiciones son 
populares entre los cristalógrafos porque las estructuras cristalinas tampoco 
tienen huecos o superposiciones. Por lo tanto, los patrones planares son exce- 
lentes herramientas para enseñar las simetrías de los cristales. Los dibujos del 
cristalógrafo azerbaiyano Khudu Mamedov son ejemplos intrigantes que rela- 
cionan sus geometrías con motivos del pasado. Mamedov y sus colegas habían 
hecho un esfuerzo consciente por recopilar y registrar sus hallazgos en aras de 
la preservación de su cultura. En esto sintieron que la cristalografía les ayudaba 
mucho en sus exploraciones antropológicas. La estrecha relación entre Mame- 
dov y Escher puede ser simbolizada por dos simples pero poderosos patrones 
de antisimetría. La antisimetría es la simetría de los opuestos y ocurre cuando 
una operación de simetría va acompañada de una inversión de propiedad. 


Fig. 5. Seis “Ali” en letra cúfica. El Palacio de Fig. 6. M.C. Escher, Plane-filling 
Shirvanshahs, Bakú, Azerbaiyán, siglo XV;  motif with Reptiles, 1941. Xilo- 
después de Mamedov, 1986 grafía 
Mamedov descubrió [10] un medallón arquitectónico en el Palacio Shir- 
vanshahs del siglo XV en Bakú, Azerbaiyán. El medallón, tallado en relieve 
en piedra, repite la palabra “Ali” seis veces (Fig. 5). Tres de los seis están 
escritos en forma de huecos en la piedra y los otros tres en los rebordes entre 
los huecos. El motivo de Escher con Reptiles de 1941 (Fig. 6) muestra una 
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estrecha relación con este medallón arquitectónico. Khudu Mamedov tenía un 
gran respeto por el arte de M.C. Escher. 

Los dibujos periódicos de Escher son, por supuesto, los más famosos. Per- 
mítanme citar los comentarios de Doris Schattschneider sobre su importancia: 


[111] 


Cuando imparti el curso “Matemáticas y Arte Decorativo”, me encontré con 
el libro de Carolina MacGillavry que tenía los diseños de Escher. Tenía 40 
placas, la mayoría en blanco y negro pero algunas en color y analizamos 
muchas de ellas. Su ensayo introductorio tenía la tentadora información de 
que Escher había hecho cuadernos. Ella fue la persona que introdujo a Es- 
cher en el mundo de la cristalografía. Ella lo visitó en su estudio después de 
haber visto una exposición suya a finales de los años 50 y descubrir un poco 
sobre sus dibujos de simetría. Ella vio en su estudio lo mucho que ya había 
hecho. A mediados de los años cincuenta ya había hecho más de cien dibujos 
de simetría. También le mostró sus cuadernos personales que contienen su 
teoría que había desarrollado por su cuenta entre 1938 y 1941. A eso se 
refería Carolina en su Prefacio. Así que 1 era consciente de que había pro- 
ducido cuadernos y que había desarrollado lo que él llamaba una teoría 
laica. A partir de ese momento quise saber: ¿Qué hizo Escher? ¿Y cómo lo 
hizo? 

Carolina estaba interesada en usar los diseños periódicos de Escher 
como un dispositivo de enseñanza - para enseñar a los estudiantes princi- 
piantes de cristalografía sobre el análisis cristalográfico de patrones bico- 
lores y multicolores. A finales de los años cincuenta, cuando ella lo visitó en 
su estudio, se le ocurrió la idea de que hiciera una exposición en la reunión 
de 1960 en Cambridge (Inglaterra) de la Unión Internacional de Cristalo- 
grafía. Dio una conferencia y recibió una ovación de pie al final de su pre- 
sentación. Después de esa reunión se le ocurrió la idea de producir el libro 
usando sus dibujos y consiguió que la Unión Internacional lo patrocinara. 
De hecho, trabajó con Escher. Ella revisó todos sus dibujos periódicos y es- 
cogió aquellos que ilustrarían los grupos de simetría de color que ella quería 
ilustrar. Fue entonces cuando descubrió que faltaba uno de los grupos más 
sencillos y le pidió que preparara un dibujo para ilustrar ese grupo, lo cual 
hizo. Era el grupo p2 con sólo dos colores. [Ver Fig. 7] También redibujó o 
arregló algunos de los otros dibujos. Por cierto, el grupo p2 tampoco es muy 
común en las decoraciones islámicas, si no totalmente desaparecido. En nin- 
guna parte de la Alhambra, a menos que se tenga en cuenta el tejido por 
debajo de la cabeza de algunos diseños. Si buscas diseños de simetría de 
puntos en la Alhambra, no verás los diseños de la p2. 


—443— 


Fig. 7. M.C. Escher, dibujo de si- 
metría no. 115. Este dibujo fue 
realizado por Escher a petición de 
Caroline MacGillavry para su li- 
bro de 1965 [2]. 


I. Hargittai: “A Escher tampoco parece haberle gustado la simetría de los 
reflejos.” 


Creo que es por su deseo de tener formas reconocibles, completamente iden- 
tificables en la silueta. También quería que las criaturas no fueran simétri- 
cas. Si tiene aves volando y reptiles retorciéndose, no son simétricos. Si los 
alineas y los inmovilizas, como haces con una mariposa para exhibirlos, hay 
simetría, pero en la naturaleza y en la acción esa simetría desaparece. Tiene 
algunos patrones donde tiene simetría de reflexión y parecen bastante está- 
ticos; realmente le gustaba la idea de movimiento. En su propio sistema de 
clasificación no habla de reflejos, sólo habla de reflejos de deslizamiento. 
La simetría de los reflejos en un patrón global sólo se introduce cuando el 
motivo es simétrico - así es como él lo veía. Por lo tanto, su propio sistema 
de clasificación sólo utiliza rotaciones, traslaciones y reflejos de plano. 
Cuando tenía un motivo simétrico, añadía un pequeño asterisco al símbolo 
de clasificación para decir que éste también tiene reflejos. En ese sentido 
sólo se indujo la simetría del reflejo. Nunca pensó en la simetría del reflejo 
global, sólo en el reflejo local que a veces, por supuesto, induce el reflejo 
global. Un ejemplo es el patrón de un ave, murciélago, mariposa y abeja que 
fue diseñado para un techo de una sala de exhibición de la Compañía Phi- 
llips en ese momento. La silueta de estas formas fue recortada de paneles de 
madera de aproximadamente un metro cuadrado y una fina película se co- 
locó sobre el agujero y se pintó el motivo. El techo estaba retroiluminado y 
había formas de estos objetos voladores. Una vista fantástica. Algunas par- 
tes de este techo fueron rescatadas recientemente de un almacén. 
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Menos simetría es mejor 


¿Es el destronamiento del plano de simetría el equivalente a defender los 
méritos de la asimetría? No, en absoluto. La repetición es también simetría y 
la Naturaleza opera con un número bastante limitado de patrones recurrentes, 
dándonos la esperanza de aprender más y más sobre ella. Como sucede con las 
estructuras de cristal más frecuentes, los dibujos periódicos de Escher están 
llenos de simetría rotacional, inversión y reflejo de deslizamiento, junto con la 
traducción. Sin embargo, el reflejo apenas aparece en ellas. La asimetría sería 
la ausencia total de simetría. Resulta que los dibujos periódicos de Escher, al 
igual que las estructuras de cristal, se caracterizan por una “menor simetría”, 
es decir, por una cantidad de simetría inferior a la máxima posible. 

Me gustaría mencionar dos ejemplos instructivos para ilustrar la tesis de 
que “menos simetría es mejor”. Cuando Linus Pauling buscaba un modelo de 
la estructura de la proteína alfaqueratina, se dio cuenta de que la clave está en 
hacer un arreglo helicoidal de motivos asimétricos, es decir, los aminoácidos. 
Incluso ignoró parte de las observaciones experimentales cuando las encontró 
incompatibles con su modelo. Podría ser así de audaz, por supuesto, sólo por- 
que había acumulado una enorme cantidad de datos observados sobre las es- 
tructuras químicas y sus regularidades. 

Mi otro ejemplo es la importancia de las estructuras menos perfectas frente 
a las más perfectas en la búsqueda de la comprensión de la base química de la 
vida. J. Desmond Bernal, uno de los fundadores de la biología molecular, es- 
cribió: [13] 


Debo decir aquí que la distinción entre las estructuras totalmente cristalinas 
y parcialmente cristalinas fue plenamente reconocida en la práctica entre 
Astbury y yo. Yo tomé las sustancias cristalinas y él las amorfas o desorde- 
nadas. Al principio me pareció que debía tener lo mejor, pero eso fue para 
probar lo contrario. Mi nombre no aparece, y con razón, en la historia de la 
doble hélice. 

En realidad, la distinción es vital. La imagen de una estructura helicoi- 
dal contiene muchas menos zonas que la de una estructura cristalina tridi- 
mensional normal y, por lo tanto, menos información detallada sobre las 
posiciones atómicas, pero es más fácil de interpretar a grandes rasgos y, por 
lo tanto, da una buena pista del conjunto. 

No se ha elaborado ninguna estructura de ácido nucleico a escala ató- 
mica, aunque la estructura general es bien conocida. Puede ser paradójico 
que cuantos más métodos portadores de información se consideren menos 
útiles para examinar una molécula realmente compleja, pero esto es así por 
una cuestión de estrategia analítica y no de precisión. 


— 445 — 


Un error estratégico puede ser tan malo como un error de hecho. Así 
que resultó ser conmigo. Fiel a mi acuerdo de caballeros con Astbury, pasé 
del estudio de los ácidos nucleicos amorfos a sus componentes cristalinos, 
los nucleósidos. 


Se trata de una visión extraordinaria del pensamiento de uno de los cientí- 
ficos más originales del siglo XX. 

Con una simplificación excesiva, el mensaje de esta contribución es el si- 
guiente: inocularse con los dibujos periódicos de Escher puede ayudarnos a 
evitar errores estratégicos en la investigación y a comprender la complejidad 
del mundo que nos rodea. 
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Juegos de ordenador basados en las ilusiones Es 
espaciales de Escher a 


Scott Kim 


Siempre me ha encantado la forma en que Escher me invita a participar en 
sus mundos. En Ascending and Descending, Escher me invita a unirme a una 
procesión de monjes mientras caminan alrededor de una escalera sin fin. En 
Convex and Concave me pide que compare los objetos a la izquierda con sus 
contrapartes invertidas a la derecha. Sus teselaciones me desafían a trazar la 
lógica dual de las curvas que perfilan los azulejos. 

Escher dijo una vez que si tuviera una segunda vida podría haberse con- 
vertido en animador. Tal vez en una tercera vida podría haber diseñado juegos. 

Muchos artistas han descubierto que los juegos permiten a los espectadores 
experimentar su trabajo de una manera más profunda. El escultor italiano Mi- 
guel Berrocal realiza intrincadas esculturas de metal que se desmoronan en 
muchas piezas. El artista japonés Toshio Iwai creó un juego de ordenador lla- 
mado SimTunes que invita a los jugadores a experimentar con patrones de co- 
lor y sonido. Cuando juego con una escultura Berroca o un juego Iwai, obtengo 
una comprensión activa de cómo las piezas se relacionan entre sí que es muy 
diferente a la que tendría si las viera pasivamente. “Oigo y olvido, veo y re- 
cuerdo, hago y entiendo.” 


Escher Interactive 


Tuve la oportunidad de diseñar un juego de Escher en 1994, cuando el 
autor Joost Elfers me invitó a contribuir con un CD-ROM llamado Escher In- 
teractive. Durante el año siguiente trabajé con el programador David Oster en 
California, y Mike Chanowski y Henk Alles en Eyeware Interactive en los Paí- 
ses Bajos, donde se estaba produciendo el disco, para crear una colección de 
dieciséis “Impossible Puzzles” (Rompecabezas Imposibles). Se llaman impo- 
sibles no porque sean imposibles de resolver, sino porque se basan en figuras 
imposibles y otras ilusiones espaciales de la obra de Escher. 

Escher Interactive es el primer gran proyecto de software basado en el tra- 
bajo de Escher. Publicado en 1996, el disco incluye una galería de arte, una 
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cronología, entrevistas con expertos, animaciones de obras de Escher, tres jue- 
gos y un programa de dibujo para crear teselaciones (ver Fig. 1). 


Fig. 1. Captura de pantalla de Escher Interactive 


Rompecabezas Imposibles 


El objetivo del jugador en cada Puzzle Imposible es ensamblar una colec- 
ción de piezas en una forma determinada. A menudo la forma final es una ilu- 
sión visual. Cada pieza está hecha de cubos vistos en proyección isométrica 
plana. Las piezas se pueden solapar, pero no rotar. 

Los primeros ocho puzzles son las ocho letras del nombre M.C. ESCHER. 
Los últimos ocho se basan en impresiones específicas de Escher. Cada rompe- 
cabezas tiene una solución única, con el fin de hacerlos más difíciles, así como 
para que las respuestas sean más fáciles de verificar por la computadora. Los 
dieciséis rompecabezas se ilustran en la Fig. 2. 

La idea de los Puzzles Imposibles apareció por primera vez en mi juego 
anterior Heaven 4 Earth [10]. Diseñé más de seiscientos puzzles sobre el tema 
de Illusions for Heaven £ Earth, trabajando con el diseñador de juegos Mi- 
chael Feinberg, el productor Brad Fregger, los programadores lan Gilman y 
Michael Sandige, el artista Mark Ferrari y el músico Richard Marriott. 


— 449 — 


Ec $ y 


Ñ 


La Letra M La Letra € La Letra E La Letra S 
La Letra C La Letra H La Letra E La Letra R 
Impossible Triangle Relativity Columns 
É 
y 
= 
Convex Concave Ascendina Waterfall Belvedere 


Fig. 2. Los dieciséis puzzles de Escher Interactive, basados en la obra de Escher 


M.C. 


Los dos primeros rompecabezas, M, C, se muestran en la Fig. 3. El obje- 
tivo es superponer las piezas pequeñas para hacer una copia de la forma grande. 
Las piezas no se pueden girar; deben permanecer en su orientación original. 
Por supuesto que puedes jugar este juego con pedazos de papel recortados, 
pero en la computadora, los pedazos son más fáciles de manipular. Las piezas 
se encajan automáticamente en su lugar y saltan a la capa frontal al hacer clic 
en ellas. La computadora también hace cumplir automáticamente la regla de 
que las piezas no se pueden rotar. 

Como en la mayoría de los juegos de ordenador, los primeros rompecabe- 
zas son fáciles y luego los rompecabezas gradualmente se vuelven más difíci- 
les. El propósito principal de los dos primeros rompecabezas es enseñar las 
reglas del juego. La Fig. 4 muestra sus soluciones; observe cómo se superpo- 
nen las piezas. 
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Fig. 3. Los puzzles M y C 


Fig. 6. La solución al rompecabezas E 


ES 


Los puzzles E, S se muestran en la Fig. 5. Aunque las piezas parecen sóli- 
das, el jugador debe pensar en ellas como formas planas recortadas en papel 
— las piezas a veces se superponen en formas que no tienen sentido en un 
espacio tridimensional. Por ejemplo, la secuencia de la solución para E se 
muestra en la Fig. 6. 


CH 


—451— 


Los puzzles C, H se muestran en la Fig. 7. Note que la forma en que per- 
cibe las formas en tres dimensiones cambia mientras junta las piezas. Por ejem- 
plo, en la secuencia de solución para C, los cubos que parecen estar en el 
mismo plano en una etapa cambian a diferentes planos en una etapa posterior 
porque se han añadido otras piezas. 

He visto otras ilusiones en las que tu percepción de una situación cambia 
cuando añades o quitas una pieza, pero no sé si alguien le ha dado un nombre 
a este tipo de ilusión. Me gusta llamarlas “ilusiones interactivas”. Debido a que 
las ilusiones interactivas están bajo su control, el efecto es particularmente sor- 
prendente. (He incluido ilusiones interactivas en varios de mis juegos de orde- 
nador. Por ejemplo, Heaven 4 Earth incluye ilusiones interactivas basadas en 
la ambigiedad de la figura/suelo.) 


Fig. 7. Los puzzles C y H 


H introduce la ambigitedad cóncava/convexa, que aparece en la impresión 
de Escher Convex and Concave (ver página 167). Armar este rompecabezas es 
una experiencia desorientadora: las piezas a menudo se superponen a las caras 
con interpretaciones contradictorias. Fue particularmente difícil para mí en- 
contrar una manera de romper esta forma en pedazos, así que la solución fue 
única. 


ER 


Los dos últimos rompecabezas, que completan el nombre de Escher, están 
en la Fig. 8. La segunda E es una “figura improbable” — parece ser una E sólo 
cuando se la ve desde ciertos ángulos. Nótese que la forma está compuesta 
enteramente de tetrominós L en varias orientaciones. Para mantener la solución 
única, no hay dos piezas idénticas. 

R es una figura imposible, similar al triángulo imposible que aparece en 
Waterfall de Escher (ver página 91). Para hacerlo más desafiante para el juga- 
dor, hice que la disposición inicial de las piezas pareciera estar cerca de la 
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solución. De hecho, la mayoría de las piezas no están donde deberían estar en 
la solución. 


Fig. 8. Los puzzles E y R 


Fig. 9. M.C. Escher, Viñeta 4 Graphic 
Artists, 1952. Xilografía 


Escher mismo ocasionalmente hacía trucos visuales con formas de letras. 
La Fig. 9 muestra una impresión que hizo para anunciar una exposición de arte 
de cuatro personas. Observe cómo las mismas letras pueden ser percibidas de 
manera diferente dependiendo de su orientación: la E también sirve como una 
M, la H como una I, la U como una C, y así sucesivamente. Un diseño de 
crucigrama similar aparece al principio y al final de su épico pergamino Meta- 
morphose II (ver página 183). 

Un diseño similar con el nombre “M.C. Escher” aparece en mi libro de 
diseños de inversiones de letras ilusorias. Una animación de este diseño apa- 
rece en Escher Interactive; también puede encontrarla en el CD-ROM que 
acompaña a este libro. 
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Triángulos 


El Triángulo Imposible, también llamado tribar de Penrose, fue inventado 
por el psicólogo británico L. S. Penrose y su hijo físico Roger Penrose en 1958. 
(El artista holandés Oskar Reutersvárd descubrió la forma mucho antes, pero 
no publicó su trabajo hasta más tarde.) Su artículo original [9], que enviaron a 
Escher, incluía dibujos tanto del triángulo imposible como de una escalera que 
subía sin parar. 

Los puzzles “Impossible Triangle” (Triángulo imposible) y “Relativity” 
(Relatividad) se muestran en la Fig. 10. Intente jugar la versión demo del rom- 
pecabezas del triángulo imposible en el CD-ROM que acompaña a este libro. 
Al unir una barra con la siguiente, se dará cuenta de que el bucle siempre se 
cierra con una barra delante de otra, donde realmente debería estar detrás. Uti- 
lice los dos paralelogramos adicionales para parchear este defecto. 


Fig. 10. Los rompecabezas “Impossible Triangle” y “Relativity”. 


La impresión de Escher Relativity también incluye un triángulo, pero no 
uno imposible (ver página 335). En cambio, juega con la ambigiiedad de qué 
camino es hacia arriba. El rompecabezas correspondiente simplifica el trián- 
gulo de escaleras en la impresión de Escher y añade un nuevo giro: piezas que 
invierten el sentido de lo convexo y lo cóncavo, similares a las de Convex and 
Concave de Escher (ver página 167). 


Plano y sólido 


En sus grabados Dragon (Fig. 11) y Two Doric Columns (ver página 27), 
Escher cuestiona si la imagen que está viendo es plana o sólida. Para convertir 
estas obras en rompecabezas tuve que encontrar una manera de simplificar las 
imágenes en paralelogramos. Para cada uno, hice diferentes compromisos (ver 
Fig. 12). 

El rompecabezas “Dragon” mantiene el patrón de rendijas dobladas en una 
superficie plana, pero descarta al dragón mismo. El rompecabezas “Columns” 
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utiliza una ilusión diferente a la de la obra original. En lugar de explotar lo 
plano frente a lo sólido, el rompecabezas explota lo cóncavo frente a lo con- 
vexo. Sin embargo, conserva la forma de dos columnas, cada una de las cuales 
descansa en el lado opuesto de la cola de la otra. Esta ilusión se refleja nota- 
blemente en los dibujos de Sandro Del Prete y en las pinturas de Jos de Mey 
(ver págs. 125-141). 


Fig. 11. M.C. Escher, Dragon, 1952. Ta- 
llado en madera 


Fig. 12. Los rompecabezas “Dragon” y “Columns” 


Observe que la representación de Escher de las columnas, así como la mía, 
es completamente simétrica. Sin embargo, uno de los pares de piezas del rom- 
pecabezas “Columns” no es simétrico. 


Escaleras 


87 


Convex and Concave de Escher (ver página 167) contiene la clásica ilusión 
de escalera ambigua, rota en una disposición simétrica de piezas. El rompeca- 
bezas correspondiente también tiene pares de piezas a juego (Fig. 13). Ascen- 
ding and Descending de Escher (ver página 23) contiene la escalera imposible 
que sube sin parar. El rompecabezas correspondiente reduce la escalera a un 
solo paso en cada pierna. Si reducimos aún más la escalera, obtenemos la es- 
calera imposible con el menor número de peldaños que pueden estar compues- 
tos de cubos (Fig. 14). 


o 


SS 
.s 
” y 
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Fig. 13. Los rompecabezas “Convex and Concave” y “Ascending and Descending”. 


Fig. 14. La escalera más pequeña 


Por supuesto que la interminable subida de la escalera es imposible sólo si 
asumimos que lo que parecen ser líneas rectas, ángulos rectos y cubos conec- 
tados son realmente como aparecen. Si permitimos que los cubos sean ligera- 
mente distorsionados en superficies onduladas, entonces podemos hacer un 
modelo tridimensional que se ve igual a esta figura cuando se ve desde un 
ángulo particular. 

Nótese que tanto en la obra original de Escher como en mi rompecabezas, 
las dos partes izquierdas del circuito de escaleras son más cortas que las dos 
partes derechas. La asimetría es estéticamente inapelable, pero inevitable. En 
mi estudio de las figuras imposibles de cuatro dimensiones - “dibujos” tridi- 
mensionales que parecen imposibles a una persona de cuatro dimensiones — 
encontré que el análogo de cuatro dimensiones de la escalera imposible no 
tiene tal asimetría. 
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Figuras Imposibles 


Los dos puzzles finales incluyen figuras imposibles. La carrera de molinos 
en Waterfall de Escher (ver página 91) está construida a partir de tres triángu- 
los imposibles. El rompecabezas correspondiente abstrae esta geometría impo- 


sible (Fig. 15). Observe que los extremos de las piezas del rompecabezas se 
recortan de forma ligeramente diferente. 


Fig. 16. M.C. Escher, Vignette Man with Fig. 17. Solución al rompecabezas 
Cuboid, 1958. Grabado en madera “Belvedere 
El hombre sentado en la viñeta de Escher Man with Cuboid (Fig. 16) es 

similar al que está sentado en la base de las escaleras en la impresión Belvedere 
(ver página 170). Tiene un pequeño modelo similar al de mi rompecabezas 
“Belvedere” (Fig. 15). Como el modelo exacto que sostiene ya había aparecido 
en Heaven «: Earth, lo torcí de forma diferente para este rompecabezas de Es- 
cher Interactive. 
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Observe que en el “cubo” hay dos puntos donde una barra se cruza delante 
de otra. Debido a que las costuras de los cubos son visibles, la barra trasera se 
puede ver como si se fusionara con la barra delantera en estos puntos. Aprove- 
cho esta ambigijedad en la solución (Fig. 17). 


Pruébelo usted mismo 


Aquí hay una versión de los Puzzles Imposibles que puedes jugar sin un 
ordenador. Originalmente apareció en la revista Games Magazine. Fotocopiar 
la Fig. 18 en papel grueso y cortar las piezas. Ensamblar las piezas para realizar 
las distintas configuraciones de la Fig. 19. Puede rotar o solapar piezas, pero 
no puede doblarlas o cortarlas. Cada rompecabezas le dice cuántas piezas 
puede usar. Las respuestas aparecen en la página 539. 
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Fig. 18. Un puzzle para que usted corte y juegue con él 
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1.Dos piezas 2. Tres piezas 3. Cuatro piezas 


7. Cuatro piezas 8. Siete piezas 9- Siete piezas 
Fig. 19. Ensamble estas formas. Soluciones en la página 539 (Ir a las soluciones) 
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El mundo de Escher: Estructura, Simetría, Sentido 


Vladimir A. Koptsik 


En 1959 oí por primera vez hablar del interesante y original artista Maurits 
Cornelis Escher. Mi supervisor científico A.V. Shubnikov me mostró el libro 
de Escher Grafiek en Tekeningen, que le fue enviado desde Suecia por el co- 
nocido cristalógrafo P. Terpstra. Shubnikov también me habló de la carta que 
envió a Suecia; la carta alababa en gran medida la habilidad de dibujo del ar- 
tista. Sólo recientemente tuve la oportunidad de leer el relato de Terpstra sobre 
la carta de Shubnikov y la reacción de Escher al respecto. Aquí está esta carta 
[1, p. 99]: 


Groningen, 1 de febrero de 1960: 

Estimado Sr. Escher, le envié una copia de su Graphiek en Tekeningen 
al académico A. V. Shubnikov en Moscú (una de las máximas autoridades en 
el campo de la cristalografía). Hoy he recibido una carta de él en la que 
dice: “Las impresiones de Escher me parecen muy interesantes, porque son 
una excelente ilustración de la teoría de la antisimetría. La imagen en la 
portada del libro, por ejemplo, muestra que los puntos de rotación antisimé- 
tricos de segundo orden existen en el grupo de simetría bidimensional dado”. 

La impresión Day and Night me causó una gran impresión. Se puede 
considerar como la operación imaginaria antisimétrica de transformación 
de nuestra luz, mundo izquierdo en [al] contramundo derecho y oscuro de 
Dirac. 

Supongo que se alegrará de oír esto. 

Atentamente, P. Terpstra. 


Muchos otros comentaristas tenían opiniones similares a las de Shubnikov 
sobre esta xilografía. M.C. Escher estuvo de acuerdo con la posibilidad de otras 
interpretaciones de la xilografía diferentes de la suya. Pero comentó que en el 
curso de la creación de la imagen no tenía en mente nada similar a ese con- 
cepto. Su plan era crear el “equilibrio dinámico” de las partes de la composi- 
ción de Day and Night (Fig. 1), es decir, dotar de equivalencia dinámica a los 
personajes de su “historia en imágenes” (los denominó “figuras parlantes” [1, 
p. 162]). En el notable ensayo de 1958 que revela su método creativo, escribió 
lo siguiente [1, p. 169-170]: 


El equilibrio dinámico entre los motivos 
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Este aspecto más fascinante de la división del plano, ya descrito anterior- 
mente, ha llevado a la creación de numerosas impresiones. Es aquí donde 
surge la representación de opuestos de todo tipo. Pues, ¿no se llega natural- 
mente a un tema como Day and Night con la doble función de los motivos en 
blanco y negro? Es de noche cuando el blanco, como objeto, aparece contra 
el negro como fondo, y de día cuando las figuras negras aparecen contra el 
blanco. Asimismo, la idea de una dualidad como el aire y el agua puede 
expresarse en un cuadro partiendo de un diseño de llenado plano de aves y 
peces; las aves son “agua” para los peces, y los peces son “aire” para las 
aves. El cielo y el infierno pueden ser simbolizados por una interacción de 
ángeles y demonios. Hay muchos otros posibles pares de sujetos dinámicos 
— al menos en teoría, ya que en la mayoría de los casos su realización en- 
cuentra dificultades insuperables. 


A continuación discutiremos en detalle los medios utilizados por M.C. Es- 
cher para encarnar sus ideas creativas. En primer lugar, se observa que la va- 
riedad de interpretaciones de un texto artístico está relacionada en general con 
la polisemántica de las obras de arte, con su naturaleza convencional, y con el 
carácter mixto personal-social de la interacción entre el texto artístico y el lec- 
tor, espectador u oyente, cuya esencia es la co-creación. El otro problema cen- 
tral del arte es el propio proceso de creación artística que transforma las ideas 
del autor en un texto artístico. 


Fig. 1. M.C. Escher, Day and Night, 1938. Xilografía 


En el sentido amplio del término, un texto artístico es un sistema semiótico 
que es la unidad orgánica del plan de expresión y el plan de contenido (sen- 
tido), el signo convencional y su significado, la materia y el ideal. En el sentido 
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estricto de la palabra, consideramos el texto como su único componente mate- 
rial, es decir, la materialización codificada del flujo de ideas relacionadas con 
el plan del autor, su encarnación y la propia obra artística. Al mismo tiempo, 
no existe una igualdad estricta entre el sentido de una obra artística y lo que el 
artista deseaba expresar. En general, un artista logra encarnar su plan creativo 
sólo parcialmente en la materia y el texto creado por él resulta estar cargado 
de otros significados (sentidos) no esperados por él. 

Denotemos la comprensión del autor de su propia obra (texto artístico) con 
el símbolo A o lo. Que /1, h, £5, ... sean las interpretaciones de diferentes lec- 
tores, espectadores u oyentes, que surjan como resultado de sus contactos con 
el texto. Entonces de lo que estamos hablando se puede dibujar en un diagrama 
teórico (Fig. 2), que llamamos en [2] y [3] la flor de Lotman en honor a Yu.M. 
Lotman, el investigador ruso de textos literarios artísticos, que es un semió- 
logo, estraturólogo e historiador del arte y la cultura verbal. 


Fig. 2. La estructura informativa-semiótica de 
la obra de arte: el “Yu. La flor de M. Lotman” 


Seleccionamos Day and Night para ilustrar nuestro análisis, y denotan por 
IT, b, E, la, E, ... In las interpretaciones de H.S.M. Coxeter-11 (1972) [23], R. 
Penrose-1 (1986) [5], A.V. Shubnikov-£5, (carta, 1959-60), C. MacGillavry-l4 
(1965,1976) [6], D. Hofstadter-f5 (1979) [7], ... y el autor del presente docu- 
mento-/, (1974, 1997) [3,10]. Las interpretaciones lo e Í3 fueron citadas ante- 
riormente. A continuación hablaremos de la /5, que se acerca a nuestro punto 
de vista. En todos los casos, el intérprete que se pone en contacto con el texto 
(el círculo sombreado en la figura 2) y trata de revelar su sentido en el curso 
de la decodificación del texto puede revelar el plan (idea) del autor sólo par- 
cialmente. Al mismo tiempo, puede añadir su propia comprensión de la obra 
de arte relacionada con su propia experiencia con el arte, la riqueza de su pro- 
pia vida (mundo privado), sus propias preferencias, tradiciones artísticas y 
perspectivas (filosofía). Las interpretaciones del espectador /x (excepto In) se 


— 463 — 


muestran con líneas de puntos en la Fig. 2. Estos pétalos elipsoidales de la flor 
se cruzan con 4 sólo parcialmente. 

Se plantea la cuestión: ¿Cuál /; consigue acercarse al máximo a /0? O una 
pregunta aún más general: ¿Es posible establecer el tema (o la idea principal) 
de la obra de arte según su texto sin conocer la interpretación Zo del autor? La 
respuesta es afirmativa: Es posible con cierto grado de aproximación, porque 
el autor se esfuerza por ser comprensible si crea no sólo para sí mismo. Por 
ejemplo, conociendo las posibles interpretaciones del blanco y negro, Escher 
debe haberlas utilizado para incitar al espectador y debe haber intentado elimi- 
nar los motivos que pudieran conducirlo en otra dirección. Aún así, es imposi- 
ble deshacerse de la convencionalidad, la polisemanticidad, la ambivalencia y 
la imprecisión en la interpretación de la representación, la idea y la trama de la 
imagen. 

El primer estímulo para el espectador es el título que gobierna el plan re- 
presentativo de la imagen y determina el escenario de la percepción. De hecho, 
un primer vistazo a la imagen muestra que representa algunas manifestaciones 
concretas del día y la noche simultáneamente en aspectos estáticos y dinámi- 
cos. Al mismo tiempo, la neutralidad semántica del título no nos permite fijar 
una interpretación única de un instante congelado o una transición entre los 
estados. Es necesario un análisis más detallado. 

La principal peculiaridad estructural de la composición Day and Night es 
su (anti)simetría vertical de espejo; no es estricta en los detalles geométricos, 
pero tiene un equilibrio ideal en color y composición para cada figura -ciudad, 
río, parte del campo, carretera- allí corresponde una figura equivalente a un 
espejo. El reflejo en espejo de la composición era más a menudo conectado 
por los espectadores según su propia experiencia con la estabilidad de la reali- 
dad. En el plano de la imagen que representa la tierra no hay señales de lucha. 
La idea de una vida tranquila de los habitantes de la ciudad se apoya en la 
equivalencia geométrica de los convoyes de veleros de los barcos, de los pri- 
meros transeúntes que se dirigen a sus campos en el puente y de los que se 
ausentan en el otro puente (los obreros han regresado a la ciudad negra, pero 
las ventanas aún están iluminadas: la gente se está preparando para la noche). 
Todo atestigua que ambos pueblos están habitados por gente pacífica y la única 
diferencia es que en un pueblo es de día mientras que en el otro es de noche. 
Pero con el paso del tiempo, la noche caerá en la ciudad blanca, y el día llegará 
en la negra. Después del cambio natural de los estados, ambas ciudades con- 
servarán su calidad de ser pacíficas y tranquilas. ¡La idea de la equivalencia 
dinámica, lo, gana! 
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A primera vista, esta paz sólo se ve perturbada por una ligera desarmonía. 
La disposición de los campos entre las dos ciudades es tal que las líneas para- 
lelas de caminos y límites que van desde la ciudad negra convergen (en pers- 
pectiva) en el sureste, mientras que las que van desde la ciudad blanca conver- 
gen en el suroeste. Pero esta diferencia de perspectivas se ve anulada por el 
trazado de los campos situados al otro lado de los ríos según el mismo esquema 
de tablero de ajedrez que entre las ciudades. Aquí los puntos infinitamente le- 
janos de ambas perspectivas coinciden para ambas ciudades y de ninguna ma- 
nera pueden servir como evidencia de las diferentes perspectivas de los habi- 
tantes de la ciudad. El principio mismo de la planificación del tablero de aje- 
drez de los campos que da a ambos pueblos parcelas de igual fertilidad, área y 
características topográficas habla a favor de su amabilidad. Es poco probable 
que la coloración del campo de ajedrez se definiera por la regularidad de la 
siembra de dos cultivos diferentes. El blanco y el negro sirven como signo 
convencional de los campos blancos pertenecientes a la ciudad blanca y los 
negros a la ciudad negra. Las curvas de los ríos en el horizonte permiten supo- 
ner que desembocan en el mismo mar. Por lo tanto, los dos ríos son iguales y 
sólo se diferencian por la iluminación. 

Los elementos de confrontación sólo se ven en la parte superior de la ima- 
gen, en el cielo. Es necesario que las dos bandadas de gansos blancos y negros 
se abran paso literalmente una a la otra debido al denso embalaje y a la ausen- 
cia de espacio libre en el cielo. Pero también se puede ver la situación de otra 
manera: la separación en color de las aves blancas sobre el fondo negro se 
puede entender como las bandadas de aves que vuelan a diferentes niveles sin 
molestarse unas a otras. Pero, ¿qué representan en la imagen? ¿Qué papel se- 
mántico juegan? No se puede excluir que el improbable caso de que dos ban- 
dadas de aves se reúnan al mismo tiempo y en el mismo lugar al amanecer del 
día o de la noche sea sólo un símbolo de los rayos de la aurora que van a la 
ciudad negra y de la noche que van a la ciudad blanca. 

Este análisis estructural revela un mayor número de argumentos a favor de 
la interpretación Jo de Escher de la coexistencia pacífica de las ciudades en 
comparación con la interpretación /3 de Shubnikov de su confrontación. Pero 
no tengamos prisa. El cuadro de Escher no es una situación real, sino un cuento 
de hadas. El espacio y el tiempo artístico no coinciden en absoluto con los 
reales, y pueden ocurrir allí acontecimientos totalmente improbables. La con- 
frontación de las fuerzas buenas y oscuras que termina en una victoria de las 
fuerzas del bien es un tema típico de los cuentos de hadas. Los mismos papeles 
semánticos del blanco y negro se dan en la mitología occidental y en la religión 
cristiana. Si a esto se añade que la xilografía Day and Night fue creada en 1938 
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al final de la Guerra Civil Española y en vísperas de la Segunda Guerra Mun- 
dial, no se puede negar que el estado de ánimo turbulento de Escher se reflejó 
inconscientemente en su composición. La interpretación de Shubnikov de la 
imagen de Escher se convierte en algo natural y legítimo para las personas que 
experimentaron todo el horror y las privaciones de la Segunda Guerra Mundial. 

¿Es posible, en estas condiciones, hablar de un sentido general de la ima- 
gen de Escher compartido por una amplia categoría de expertos o de especta- 
dores corrientes? Se puede intentar revelarlo, aunque el campo polisémico de 
una verdadera obra de arte difícilmente puede ser encajado en el lecho de Pro- 
crustes de “sentido general” sin perder parte de su mérito artístico. El arte como 
autoconciencia de la cultura [8] es una institución social, la forma de conoci- 
miento artístico social (cognición), y a veces fantástico (imaginario) modelado 
de la realidad (la “segunda realidad”). Al mismo tiempo, es un proceso y un 
resultado de la creación y la co-creación (un diálogo entre el campo semántico 
relacionado con la obra de arte y la mentalidad del observador). El más alto 
sentido del arte (como el sentido de la vida misma) está en su rico ser concep- 
tual. El concepto abstracto de “oposición de antípodas” será la metástasis, la 
invariante de la transformación 1 > hb, Bb => hh. 

Para resumir los resultados de la xilografía de Escher Day and Night, es 
cierto que la reducción a la comprensión lo del artista o a interpretaciones lx 
individuales, o a la unión de sus intersecciones concebibles (el subconjunto 
común de ambos conjuntos /;, y lx) es imposible. La información cognitivo- 
estética en los estudios artísticos no se reduce ni a la suma de investigaciones 
concretas ni a la suma de sus lugares comunes (intersecciones), sino que in- 
cluye en sí misma algún efecto de sistema. Entonces la mejor aproximación al 
sentido artístico de la obra será la búsqueda de una extensión de la calidad de 
comprensión de la unión de todos los sentidos individuales (pétalos 7; de la 
“Lotman”s flower”) multiplicada por algún factor que amplíe el sistema de in- 
formación y tenga en cuenta el efecto del sistema. Al mismo tiempo, será una 
comprensión compartida de las obras de arte por parte de una gran categoría 
de intérpretes que se incrementará junto con el número de sentidos individuales 
que constituyen un campo semántico de la xilografía. 

Todas estas consideraciones se reflejan en nuestro diagrama (Fig. 2), 
donde /a representa la lectura “cristalográfica” de algunos de los textos de Es- 
cher, fi e La son lecturas de conocidos matemáticos que presentaron a M.C. 
Escher la idea de la autosimilaridad que tiende al infinito y la idea de los “bu- 
cles extraños” y que admiraron su realización artística. La interpretación de D. 
Hofstadter 15 [7] estableció una correspondencia estructural (“traducción”) de 
varios cánones y arreglos de Bach con algunas de las composiciones de Escher. 
La interpretación de Hofstadter del teorema de Gódel y su aplicación a las 
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obras de arte es de especial importancia, ya que exige de los estudios de arte la 
integridad de la información encontrada en la variedad de sus lenguajes de 
descripción. La misma afirmación fue repetidamente declarada por Yu.M. Lot- 
man [9] quien definió el sentido mismo de una obra de arte como una inva- 
riante mental (verbal y/o visual) preservada bajo la traducción 71 — Ta2 de un 
idioma a otro, y mapeada en sí misma por la traducción inversa T2 > Ti. 

Finalmente, debemos mencionar la interpretación /,. En lugar de un pétalo 
punteado elipsoidal en la “Lotman flower” hay un círculo punteado que en- 
vuelve lo e interactúa en forma de diálogo no sólo con el sentido del autor Jo, 
sino también con todas las interpretaciones significativas (para el autor de este 
informe) /x en la intersección. No hace falta decir que al aumentar el número 
de /x (junto con la autoeducación del intérprete), el sentido /, crecerá hasta lo 
cuando n vaya al infinito. 

Se sabe que desde la prehistoria la ornamentación ha desempeñado funcio- 
nes étnicas y heráldicas para distinguir entre las tribus, sus jefes y los estados. 
Más tarde surgió la función estética de la decoración de la ropa, los hábitats, 
las herramientas y las armas. La semántica ornamental se enriquece en conte- 
nidos relacionados con la función de las ceremonias religiosas y el desarrollo 
del arte popular: obras de teatro, cantos y danzas. Los principios de la compo- 
sición ornamental encontraron gradualmente aplicaciones en la música orna- 
mental, la poesía y la prosa retórica decorada. Durante mucho tiempo se ha 
sostenido que la función de la repetición de los motivos artísticos es uno de los 
componentes más importantes de la belleza en la música, la poesía y la arqui- 
tectura. El principio de la repetición variable de los temas, de su entrelaza- 
miento, de su comparación, de su oposición y de su diálogo se ha convertido 
en el principal método de composición de las formas temporales de arte. Es 
interesante notar que en los ornamentos moriscos de los siglos XII-XIV (y mu- 
cho antes en Egipto) todos los grupos bidimensionales de simetría fueron des- 
cubiertos empíricamente [16], y el principio de la repetición variable (color) 
en la música apareció antes de la teoría moderna de la antisimetría y la simetría 
del color con sus variantes posicionales Wp y Wq que toman en cuenta la vio- 
lación local de la simetría [10,17,18]. 

Escher ha enriquecido la semántica y la poética ornamental en el marco 
del principio de la repetición variable de figuras y ha producido un nuevo gé- 
nero de dibujo cognitivo ornamental. El mundo de Escher es excepcionalmente 
rico: es un mundo multidimensional, polifuncional y polisemántico lleno de 
metáforas y alegorías ocultas. Es un mundo de cuentos de hadas, lleno de pa- 
radojas, donde lo imposible resulta posible, donde se realizan movimientos in- 
finitos y transformaciones improbables, y donde se abren nuevas posibilidades 
de modelado geométrico artístico. 
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En la teoría del arte es útil definir el concepto de simetría como un conjunto 
de transformaciones artísticas del plan de expresión y contenido, que preserva 
el sentido de una obra de arte (o del conjunto de obras de arte); esto es equiva- 
lente a la simetría en el sentido generalizado [2,3, 10,12]. Dependiendo de la 
definición de qué subestructura o conjunto de subestructuras de una obra (u 
obras) de arte serán invariables, se obtendrá una jerarquía de diferentes sime- 
trías distinguidas por el sentido expresivo concreto y/o la estructura de las 
transformaciones artísticas. A partir de aquí podemos pasar a un análisis de 
simetría de las composiciones de Escher. 

Denotemos por 1” el operador de la inversión de color: blanco a negro y 
viceversa. Es obvio que esta transformación de la antisimetría no pertenece a 
la simetría completa de la composición original que conserva tanto el plan de 
expresión como el sentido de la imagen Day and Night (Día y Noche). La ac- 
ción de esta transformación sobre la composición inicial da lugar a otra com- 
posición Night and Day, es decir, la ciudad blanca de la izquierda se convierte 
en la ciudad negra de la izquierda y también la ciudad negra de la derecha se 
convierte en blanca, conservando su posición y su quiralidad. Al mismo 
tiempo, esta nueva composición sigue expresando la idea de Escher de la equi- 
valencia dinámica de los dos estados. El mismo resultado, Night and Day, es 
obtenido bajo la acción de un reflejo especular en un plano vertical en el medio 
de la impresión: este operador m (mirror — espejo) transforma la posición y 
quiralidad de las figuras (intercambiando derecha e izquierda), pero preser- 
vando los colores. 

Ahora vamos a presentar el operador combinado, el plano de antisimetría 
m' que consiste en dos operadores, /* y m actuando simultáneamente: /” sobre 
el color y m sobre la posición de las figuras (es decir, sobre las coordenadas de 
sus puntos materiales). Entonces tal operador m” expresa la simetría completa 
del signo-sentido del cuadro original Día y Noche porque bajo la acción m” la 
ciudad negra derecha va en la ciudad blanca izquierda y viceversa. Así, pode- 
mos concluir que al realizar un análisis de la simetría de la composición artís- 
tica, hay que distinguir entre la simetría completa del sentido de los signos y 
la simetría parcial del sentido porque un mismo sentido puede expresarse en 
diferentes lenguajes.!” Y porque una composición artística es siempre polise- 
mántica, su simetría generalizada se revela más completamente en el conjunto 


17 Notemos una correlación de nuestros términos con los términos de “semiótica” con- 
notativa y denotativa utilizados en la semiología. Tienen relación con sistemas separados 
y formalizados de señales que sólo tienen un plan de contenido (sentido) del nivel pri- 
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de transformaciones generalizadas que preservan la “Lotman”s flower” (Fig. 
2) correspondiente a esta composición. Las invariantes de las transformaciones 
de la simetría en el plan de expresión serán el estilo del artista en el período 
dado de su trabajo creativo. 


Fig. 3. La jerarquía filosófica de las subes- 
tructuras de la realidad — los mundos exter- 
nos e internos del artista. 

0- la semiesfera [9]. 

1,2,3 los pasos (etapas) de los mundos exter- 
nos: 1-naturaleza, 2-sociedad (comunidad), 
3-hombre, que es el producto y el creador de 
su propia cultura [8] (los componentes mate- 
riales de la cultura se muestran en el círculo 
sólido, los componentes mentales pertene- 
cen a la semiesfera O no se muestran. 

4- el arte como totalidad de todos sus textos. 
5- las obras creativas de un artista determi- 
nado. 

6- el mundo interno del artista como el men- 


tal de todos sus textos. 
7- el texto de una obra de arte determinada. 


8- el contenido (sustancial) mental de la obra 
de arte dada 


Naturalmente, el mundo interior del artista está influenciado indirecta- 
mente por la época histórica en la que vive y por la tradición cultural y artística 
que puede definir directa o indirectamente temas apropiados e imponer límites 
a su lenguaje artístico. Puede obligarle a crear por “leyes de belleza”, por leyes 
de género y estilo, por leyes de “reflexión” o correspondencia con la “verdad 
de la vida” y/o correspondencia con el mundo interior del artista. El artista 
también está limitado por las leyes del lenguaje del arte a su disposición, por 
el material específico de la forma de arte dada, y por el “alfabeto”, el “vocabu- 
lario”, la “gramática”, la lógica y las formas de combinación de un signo artís- 
tico con sus sentidos que puede desarrollar el propio artista [2, 3, 10-12, 16, 
20, 26], abracemos todos esos factores con el término “mundo externo” y di- 
bujamos en el diagrama sobre-simplificado (Fig. 3) la estructura multinivel de 
la obra creativa del artista en cuestión, que debe ser tenida en cuenta por un 


mario o una expresión unida e indivisible — contenido del segundo nivel (superior) co- 
rrespondientemente (ver [26], p. 387 de la edición rusa o los puntos 1.2 y 1.3 de la sec- 
ción D “Fronteras de la semiología” en la edición italiana original). 
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investigador moderno que busca penetrar en el misterio de la personalidad del 
artista y de su arte a través de todos los textos que guardan relación con el texto 
investigado (sus “diálogos” e “intercambios verbales”). 

Demos una expresión más concreta al diagrama de la Fig. 3 en conformi- 
dad con la obra de Escher durante su segundo período (cristalográfico) (1937- 
1969). Los semióticos todavía discuten sobre la pregunta, “¿es el arte un sis- 
tema semiótico?” Tomando un lenguaje natural suficientemente desarrollado 
para el estándar del sistema semiótico, muchos de ellos niegan al arte esta cua- 
lidad, mientras que otros consideran la semiótica del arte como un sistema in- 
completo (imperfecto). No estamos de acuerdo: la semiótica de las bellas artes 
(entre ellas las artes gráficas) no puede ser considerada como un sistema sub- 
desarrollado. El sistema es cualitativamente diferente. Aunque carece de las 
cualidades cognitivo-analíticas (verbales) de los sistemas lingilísticos natura- 
les, las supera (o mejor dicho, las complementa) en su imaginería específica y 
concreta, en su lenguaje emocionalmente saturado e integral. 

Consideremos las características específicas de las artes gráficas en blanco 
y negro como un sistema semiótico caracterizado por una mayor difuminación. 

Su alfabeto consiste en puntos materiales, distinguibles a simple vista 
—segmentos de líneas rectas y curvas y manchas, coloreados homogénea- 
mente— en negro sobre un fondo gris o blanco o en blanco sobre un fondo 
negro. Estas imágenes geométricas generalizadas sirven como análogos de las 
letras: si las transformaciones permitidas de las letras conservan su “signifi- 
cado” (sonido), entonces las transformaciones de escala permitidas, las trans- 
formaciones de curvatura y color, así como los cambios en la saturación de las 
líneas dejan invariantes a las imágenes visuales. El ser mismo de la cosa en el 
mundo real, correspondiente al signo, se convierte entonces en su único sen- 
tido. La tipología de las imágenes visuales corresponde entonces a las combi- 
naciones del número finito de letras del alfabeto. 

El vocabulario de los dibujos en blanco y negro consiste en las “palabras” 
creadas por el artista, es decir, en los signos que consisten en las intersecciones, 
asociaciones y entrelazamientos de las líneas, puntos y puntos. Como en el 
caso de las palabras en un lenguaje natural, el único sentido de una configura- 
ción geométrica puede resultar ser su propia existencia, a veces combinada con 
funciones del fondo y el contexto del dibujo. Pero la creación de imágenes 
comprensibles (“figuras parlantes” según M.C. Escher) es el objetivo del ar- 
tista. Las imágenes reconocibles que ocurren en el mundo real (o en el mundo 
interior del artista) pueden ser reconocidas por el contorno (contorno), la si- 
lueta o el contexto circundante. El sentido de estas “palabras” se ha establecido 
a lo largo de siglos de tradición artística, en diálogos e intercambios de los 
textos en el proceso repetidamente renovado de creación por parte de artistas 


70 = 


y co-creación por parte de intérpretes que varían y amplían la oferta de palabras 
de “vocabulario de dibujo” de la humanidad. Su diferencia con los diccionarios 
verbales (explicativos) y etimológicos radica en el hecho de que la experiencia 
milenaria de la cognición analítica de la humanidad se refleja en los dicciona- 
rios de los lenguajes naturales. Al mismo tiempo, los artistas gráficos moder- 
nos crean el lenguaje y el estilo de su propio trabajo, así como la forma de 
escribir en un momento dado, pero en correspondencia y oposición con tradi- 
ciones culturales y artísticas que limitan su libertad. También hay limitaciones 
por parte del material: las “palabras” y los “modismos” del dibujo deben estar 
separados del fondo; recuerdan a la prosodia (intercambio de vocales, alter- 
nancia de sílabas fuertes y débiles) en el lenguaje hablado natural. 

La gramática del dibujo, es decir, las reglas de composición de frases y 
modismos del dibujo y las reglas de composición, es muy arbitraria. Se reduce 
en principio a la única exigencia de respuesta emocional y comprensibilidad 
de las imágenes en el dibujo, así como de los sentidos asociados a ellas en el 
contexto del entorno más cercano del dibujo, los bloques individuales de la 
imagen en su conjunto. 

Aunque en muchos casos es posible volver a narrar con palabras el conte- 
nido de una obra de arte (con la pérdida o el empobrecimiento de la capa visual 
de información), es imposible reemplazar dicha obra de arte por la narración 
verbal. Con todo su lenguaje específico, ¡el arte es competente y desarrollado 
en su propio sistema semiótico! Ver [2, 3, 8-15, 19 ,20, 26] para más detalles. 

Los sentidos de la obra de M.C. Escher, revelados por él mismo y por otros 
en [1, 4-7, 21-25], pasaron gradualmente de las obras típicas de los géneros de 
la vida paisajística-arquitectónica y retrato-inmueble a la exploración artística 
de algunos problemas en la frontera entre la ciencia y el arte, que se convirtie- 
ron en sistemáticos en el segundo período de su trabajo creativo (1937-1969). 
La lista de estos problemas es conocida [1]: el problema de la división regular 
del plano por figuras relativamente iguales (simétricas, antisimétricas y simé- 
tricas en cuanto al color); dotando a estas figuras de la semántica artística tra- 
dicional para la pintura (y específica para M.C.). La semántica de Escher de 
un cuento de hadas); la investigación de las paradojas del pensamiento visual 
-la existencia en el plano de la imagen de composiciones imposibles para la 
percepción ordinaria (“figuras improbables”), donde las figuras escapan del 
plano hacia el espacio de una dimensionalidad superior; el problema del re- 
lleno fractal del plano con figuras auto-similares; y los problemas de continui- 
dad y discreción, lo finito e infinito, el orden y el caos, el movimiento “ex- 
traño” repetido en ciclos, las transformaciones metafóricas de la mitología y el 
cuento de hadas. 
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Fig. 4. Izquierda: M.C. Escher, The Scapegoat (El Chivo expiatorio), 1921. Xilogra- 
fía. El grupo de antisimetría funcional (transformacional) de la carta consiste en el 
doble eje de la antisimetría posicional complementado por transformaciones metafó- 
ricas apropiadas del plano de simetría metamórfica horizontal y del plano de antisi- 
metría metamórfica vertical. La transformación antisimétrica 1” de la coloración da 
una expresión formalmente equivalente de la tarjeta, pero con un contenido diferente 
proporcionado por la tradición religiosa cristiana. 

Derecha: El símbolo yin-yang se presenta aquí en dos formas conectadas por el ope- 
rador 1” antisimétrico recolector. También expresa (en forma filosófica abstracta) el 
principio de equivalencia dinámica de los dos estados antisimétricos como en las 
xilografías Day y Night y The Scapegoat. 

La manifestación artística de la oposición (coexistencia o lucha) de las an- 
típodas; la antisimetría (o simetría de color) de los fenómenos de la vida en- 
tendida como una simetría generalizada es un tema común (atracción extraña) 
donde todas las líneas de la narrativa se unen. Ya en los inicios de su obra 
creativa, en el período de búsqueda de un estilo individual en la serie de dibujos 
creada en 1921, el joven Escher descubrió por sí mismo la idea de la antisime- 
tría blanco-negro!* y la equivalencia metafórica posicional de las “figuras par- 
lantes” en la xilografía The Scapegoat (El Chivo expiatorio), que correlacionan 
con el conocido símbolo oriental del ying y el yang (Fig. 4). En la roseta 
Beautiful [1, cat. no 82] Escher admira la belleza caleidoscópica del deslum- 
brante y brillante diseño de diamantes sobre el fondo negro, bello en la regu- 
laridad geométrica, sin la mera semántica “hablante” de las figuras, pero con 
metasemánticas geométricas (simetría). Y en dos xilografías relacionadas [1, 


18 Es curioso que la idea de la antisimetría blanco-negro se introdujera al mismo tiempo 
(1929-1930) en las publicaciones de los geómetras alemanes Alexander, Heesch y We- 
ber. Luego fue desarrollado y generalizado por A.V. Shubnikov y otros investigadores. 
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cat. nos. 85, 86] varió el grado de reconocimiento del modelo del desnudo fe- 
menino como para resolver la cuestión de la elección del estilo (realista o abs- 
tracto-símbolo). 

Consideremos brevemente a través de algunos ejemplos qué herramientas 
artísticas y científicas concretas fueron utilizadas por el maestro maduro para 
expresar la idea de la oposición de las antípodas. Como podemos ver, la idea 
de la equivalencia dinámica del blanco y negro en la impresión Day and Night 
se realizó en el mundo cuatridimensional de los estados, dividido en el mundo 
geométrico tridimensional R3 y el mundo unidimensional del tiempo R*. La 
ilusión de la tridimensionalidad fue creada por las herramientas ordinarias de 
dibujo (claroscuro), y la idea de movimiento es enfatizada por las “figuras par- 
lantes”, por el contraste del blanco y negro, y por el título de la imagen. 

La equivalencia ilusoria de Ascending and Descending (página 23) fue 
creada dividiendo el espacio tridimensional en dos subespacios independientes 
mutuamente ortogonales R* y R?. El movimiento de las dos columnas de per- 
sonas en dos direcciones opuestas se llevó a cabo en realidad de la manera 
ordinaria en el plano bidimensional R?, y la ilusión de ascender y descender 
fue realizada por las paredes exteriores escalonadas y los peldaños de las per- 
sonas característicos de ascender y descender la escalera en el espacio tridi- 
mensional R* (véase el diagrama de la xilografía en la Fig. 5). La misma idea 
se realiza en la Waterfall (página 91). De hecho, el agua fluye en el plano R?a 
través de los canalones planos, accionados por la rueda del molino, y la ilusión 
de pendiente es creada por la arquitectura, los giros angulares de los canalones 
y por la misma rueda en R?. 

Un movimiento cíclico con la salida periódica del dibujo de manos del 
espacio bidimensional al espacio tridimensional se realizó en la xilografía de 
Escher Drawing Hands [1, cat. no. 355] mediante la transición del contorno 
del contorno de los puños a la representación claroscuro de las manos. Una 
representación de un circuito cerrado también puede ser vista por el espectador 
en la xilografía Print Gallery (página 108). Allí la realidad aparente (la serie 
de dibujos en la galería y un joven viendo uno de ellos) se convierte en el 
pueblo imaginado (pero también expresado) donde vivía el joven. Este método 
de coexistencia de dos planos de la realidad (un cuadro en la imagen, una no- 
vela en la novela) se utiliza a menudo en el arte. 

La existencia de tres mundos puede ser reconstruida mentalmente para la 
xilografía apropiada [1, cat. no. 405] por las proyecciones de los mundos tridi- 
mensionales sobre y bajo el agua en el plano bidimensional. Este efecto es 
creado por la reconocibilidad de las “figuras parlantes” que existen a ambos 
lados de la superficie divisoria (la superficie espejo del agua). Finalmente, es 
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posible considerar las imperfecciones de la composición arquitectónica de Bel- 
vedere (página 170) como una proyección de una casa de verano que se cons- 
truye regularmente en el espacio multidimensional imaginario, en el mundo 
tridimensional, bastante análoga al caso de las proyecciones de patrones cris- 
talinos regulares multidimensionales en el espacio tridimensional. Las propie- 
dades de la periodicidad regular y de la simetría cristalográfica se pierden en 
tales proyecciones, correspondiendo a los patrones “improbables” aún existen- 
tes en los llamados cuasicristales [17, 18]. 
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Aer o 
Fig. 5. Una explicación esquemática de la ilusión de ascender y descender en el grabado 
de M.C. Escher del mismo nombre (ver página 23). (a) El plano de la cubierta del edificio 
(la vista superior) consiste en el plano cuadrado interno (carretera) y las paredes exterio- 


res escalonadas, (b) El perfil de la pared exterior delantera muestra los escalones en 
dientes de sierra en la pared con la sierra alargándose en la dirección horizontal 


(a) 


Para concluir este ensayo, me gustaría volver a su comienzo. A menudo 
muestro los dibujos de Escher a los estudiantes para ilustrar las ideas de anti- 
simetría, simetría de color y transformaciones posicionales metafóricas. Pero 
el 18 de agosto de 1960, mi lejano contacto con M.C. Escher se convirtió en 
algo personal. En el Congreso Internacional de Cristalografía en Cambridge, 
Inglaterra, me presentaron a M.C. Escher. Después de su brillante conferencia 
sobre las divisiones regulares del plano por parte de las “figuras parlantes”, se 
paró en la entrada de la sala de conferencias rodeado de gente admiradora y 
sonrió confusamente en el cenit de su gloria cristalográfica y artística. Tal ima- 
gen de él ha quedado en mi memoria en la neblina de los años que pasan. 
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Adaptación de las reglas de Escher para la “división Co” 
regular del plano” para crear TesselMania!O > 


Kevin Lee 


La fascinación de M.C. Escher por la “división regular del plano” está bien 
documentada tanto en sus obras artísticas como en numerosos textos y artícu- 
los. En sus propias palabras, 


Un plano, que debe considerarse ilimitado en todos los lados, puede ser re- 
llenado o dividido en figuras geométricas similares que bordean entre sí en 
todos los lados dejando cualquier “espacio vacio”. Esto se puede llevar a 
cabo hasta el infinito de acuerdo con un número limitado de sistemas. ([1, 
pág. 156]; véase también [3, pág. 15]) 


Los matemáticos ahora llaman a una “división regular del plano” un tese- 
lado (o mosaico) y hacer tales teselados se ha convertido en una actividad ma- 
ravillosa para los escolares y los profesores que conectan las matemáticas con 
el arte. Jill Britton y Dale Seymour en su libro Introductions to Tessellations 
[2] han presentado a miles de estudiantes y profesores el trabajo de Escher y la 
alegría de crear un teselado. Desafortunadamente, debido a las limitaciones de 
tiempo en el aula y a la dificultad de crear teselados a mano, los estudiantes 
pueden experimentar con sólo unos pocos tipos rudimentarios de azulejos y 
baldosas. Un tipo de baldosa se describe por las reglas geométricas específicas 
de cómo se construye y se repite para cubrir el plano sin huecos ni superposi- 
ciones. 

El programa de computadora, TesselMania! fue diseñado para permitir a 
los estudiantes crear fácilmente teselaciones, lo que les permite explorar mu- 
chos tipos de azulejos y baldosas diferentes. El programa se inspiró en el tra- 
bajo pionero de Escher sobre la “división regular”. Al describir su estudio, es- 
cribió: 


Al principio no tenía ni idea de la posibilidad de construir sistemáticamente 
mis cifras. Ahora bien, ya no conocía ninguna de las “reglas básicas” e in- 
tenté, casi sin saber lo que estaba haciendo, encajar las formas congruentes 
que intentaba dar a la forma de los animales. Poco a poco, el diseño de nue- 
vos motivos se fue haciendo más fácil como resultado de mi estudio de la 
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literatura sobre el tema, en la medida de lo posible para alguien sin forma- 
ción en matemáticas, y especialmente como resultado de mi propia teoría de 
lego.... Sigue siendo una actividad extremadamente absorbente, una verda- 
dera manía a la que me he vuelto adicto... [1, p. 164] 


En la creación de los programas informáticos TesselMania! y TesselMa- 
nia! Deluxe, experimenté mucho de esta misma manía. 

Las investigaciones de Escher sobre la geometría detrás de la división re- 
gular están bien documentadas por Doris Schattschneider en su excelente libro: 
M.C. Escher Visions of Symmetry [7], narra la introducción inicial de Escher 
al problema de la división regular a través de sus muchos años de investiga- 
ciones y descubrimientos. 

Registró su “teoría del lego” en un cuaderno que se terminó en 1942. Este 
cuaderno no se publicó y era relativamente desconocido hasta el primer Con- 
greso de Escher en 1986, cuando Schattschneider lo convirtió en el tema de su 
Charla y luego escribió un artículo para las actas [3, pp. 82-96], y lo amplió en 
su libro. 


Los primeros descubrimientos de Escher 


Escher se dio cuenta de que cuando comenzó con una sola baldosa (mo- 
tivo) sólo había ciertos tipos de movimientos geométricos, o acciones, a aplicar 
que no cambiarían el tamaño o la forma de la baldosa. Estos movimientos se 
conocen como isometrías y los estudiantes de matemáticas aprenden que hay 
exactamente cuatro tipos: traducción, rotación, reflexión y reflexión de desli- 
zamiento. En sus conferencias sobre la división regular Escher explicaba: 


Quien quiera conseguir simetría sobre una superficie plana debe tener en 
cuenta tres principios fundamentales de la cristalografía: el desplazamiento 
repetido (traslación), el giro de los ejes (rotación) y la imagen de espejo 
deslizante (reflexión). [4, p. 8] 


Nótese que Escher afirma tres principios fundamentales, ¡no cuatro! Está 
hablando claramente sobre la traslación, la rotación y la reflexión de desliza- 
miento. ¿Pero qué hay del reflejo? Escher ciertamente sabía de los reflejos, 
pero para crear azulejos no es una operación útil. Si un lado de un azulejo fue 
utilizado como una línea de reflexión, entonces ese lado se ve obligado a ser 
una línea recta — ¡no muy útil si sueña con crear azulejos en forma de lagar- 
tijas, peces u otras criaturas! Para una explicación más detallada, ver [7, p. 33]. 


== 


Curiosamente, creó algunos azulejos con simetría de reflexión bilateral (ver [7, 
p. 118] para un ejemplo). 

Al principio, Escher hizo lo que todo buen matemático hace (¡aunque afir- 
maba que no era matemático!): puso restricciones a su problema. Cuando se 
dispuso a clasificar sus azulejos y baldosas se limitó inicialmente a baldosas 
asimétricas cuyas copias congruentes producían baldosas en las que cada bal- 
dosa estaba rodeada de la misma manera (de ahí el nombre de “división regular 
del plano”). Una baldosa asimétrica es aquella que por sí misma no tiene sime- 
tría. Además, también exigía que en sus revestimientos no hubiera dos baldo- 
sas del mismo color que tuvieran un borde común y, para ello, se utilizara un 
número mínimo de colores. En opinión de Escher, los azulejos y los colores 
eran problemas inseparables. De hecho, investigó en un campo, eventualmente 
llamado simetría de color, que no sería explorado por los cristalógrafos hasta 
años más tarde [7, p. 39], no se propuso realmente clasificar las baldosas y los 
recubrimientos cerámicos, sino más bien explorar todas las formas en que po- 
día generar baldosas. 


La idea de un programa de ordenador 


La idea de un programa informático educativo para crear teselados simila- 
res a los de Escher se originó con Craig Solomonson y Shari Zehm en MECC 
(Minnesota Educational Computing Corporation). Habían notado la populari- 
dad de las sesiones de teselados en las conferencias de profesores de matemá- 
ticas. Asistieron a varias sesiones sobre la creación de teselados “similares a 
los de Escher” en el aula, incluyendo uno de Jill Britton, y se engancharon. 
Estos talleres enseñaban algunas de las reglas geométricas que Escher había 
descubierto. 

Craig y Shari rápidamente se dieron cuenta de la ventaja que un programa 
de computadora podría traer al proceso de crear teselaciones. Craig me sugirió 
la idea y usó un programa de pintura de computadora para ilustrar cómo crear 
unas cuantas baldosas sencillas. No tardó mucho en darse cuenta de por qué 
Escher había encontrado que la creación de teselaciones era un problema tan 
interesante y yo también quedé atrapado en la manía de intentar descifrar las 
reglas geométricas con la tarea adicional de escribir un programa de compu- 
tadora que aplicara las reglas. Afortunadamente, Escher ya había descubierto 
la teoría; yo sólo tenía que ser capaz de entenderla y aplicarla en el diseño de 
un programa de ordenador. 


== 


Un sistema cuadrilateral simple 


El prototipo de TesselMania! comenzó con sistemas sencillos de azulejos 
y baldosas de Introduction to Tessellations Britton y Seymour. Analizando los 
dibujos de simetría de Escher, lograron redescubrir las “reglas básicas” detrás 
de algunos de los dibujos de Escher. Describen sistemas geométricos para crear 
teselados al estilo de Escher utilizando su propia notación gráfica. Como des- 
cubrió Escher, la clave para crear un teselado es empezar con un polígono que 
tesela, y luego alterar los bordes de tal manera que se conserve la propiedad de 
teselado. Un borde de una baldosa une dos vértices. Un vértice de una baldosa 
se define como cualquier punto de la baldosa en el que se encuentran más de 
dos baldosas en el teselado. En la Fig. 1 cada baldosa tiene cuatro vértices y 
cuatro bordes. 
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Fig. 1. Teselado basado en la traslación 


El primer tipo de baldosa implementado en TesselMania! se basaba en un 
paralelogramo y sólo utilizaba traslaciones. El paralelogramo inicial teja el 
plano, formando la cuadrícula subyacente del teselado. Para transformar el te- 
selado de la izquierda en la Fig. 1 en el de la derecha, se modifican dos bordes 
adyacentes y se trasladan a bordes opuestos: el borde superior se modifica y 
luego se traslada al borde inferior y el borde izquierdo se modifica y se traslada 
a la derecha. Los puntos de vértice originales no cambian de posición y, de 
hecho, forman una cuadrícula subyacente de paralelogramos. 

Esta estricta aplicación de las reglas geométricas garantiza que, a medida 
que se copia una baldosa y se desplaza al punto situado debajo de ella, el borde 
superior de la copia coincidirá exactamente con el borde inferior del original, 
o ala inversa, si la baldosa se desplaza a la posición situada por encima de ella, 
el borde inferior de la copia coincidirá con el borde superior del original. Lo 
mismo se aplica para mover la baldosa a la izquierda o a la derecha. 


Creación de teselaciones similares a las de Escher 
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El proceso de fabricación de azulejos y baldosas que se enseña en muchos 
talleres de teselado para profesores utiliza una ficha para crear un polígono de 
teselado, que suele comenzar con un cuadrado o un rectángulo. Una pieza se 
corta cuidadosamente en un borde y se pega con cinta adhesiva al borde co- 
rrespondiente de acuerdo con las reglas geométricas del tipo de azulejo o bal- 
dosa. Esta técnica se discute con más detalle en el artículo de Jill Britton (pá- 
gina 379). 

TesselMania! se propuso imitar este proceso de transformación de un po- 
lígono en una interesante forma teselada, pero lo adaptó para aprovechar la 
potencia del ordenador. Los estudiantes comienzan seleccionando un tipo de 
azulejo (las reglas geométricas para el azulejo). En lugar de cortar y pegar una 
teja de cartón, dan forma a una teja virtual en la pantalla del ordenador utili- 
zando una herramienta de pegado que les permite golpear los lados del polí- 
gono inicial. A medida que introducen baches en un lado de la baldosa, los 
baches correspondientes se introducen automáticamente en el lado correspon- 
diente. A diferencia del método de fichas, los estudiantes pueden volver a dar 
forma a los bordes de sus baldosas en cualquier momento. Como ventaja adi- 
cional, los estudiantes ven que los lados correspondientes de la baldosa se for- 
man simultáneamente. Una vez que hayan completado el contorno de su azu- 
lejo o baldosa, se pueden usar herramientas de pintura computarizada para aña- 
dir características al interior del azulejo o baldosa. Haciendo clic en el botón 
“tessellate” verán su azulejo repetido para cubrir la pantalla, con todos los de- 
talles del interior. 

La siguiente ilustración ofrece más detalles sobre este procedimiento. Aquí 
el tipo de baldosa seleccionado es un paralelogramo con lados paralelos rela- 
cionados por traslación (el mismo tipo de baldosa utilizado en la Fig. 1). Se 
proporcionan tres herramientas para manipular el borde de la baldosa: una fle- 
cha, una tachuela y unas tijeras. La flecha se utiliza para arrastrar los puntos 
existentes sobre la baldosa, la tachuela se utiliza para introducir y arrastrar 
puntos en el borde de la baldosa, y las tijeras se utilizan para eliminar puntos 
existentes. El contorno de las baldosas es seguido por el ordenador como una 
serie de puntos que pueden ser manipulados en cualquier momento. La Figura 
2 ilustra cómo se usan las herramientas de borde de azulejos y baldosas para 
producir un azulejo o baldosa teselada. En cada paso de la construcción, el 
azulejo o baldosa conserva la capacidad de teselar. 

Las dos últimas etapas muestran las características añadidas al interior de 
la baldosa con las herramientas de pintura. Las herramientas incluyen una he- 
rramienta de estampado con muchas características prediseñadas como ojos, 
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orejas, narices, boca y sombreros para permitir a los estudiantes añadir rápida- 
mente nuevas características a sus diseños y para ayudar al desafortunado es- 
tudiante, que como yo, no puede dibujar muy bien. 

La figura 3 ilustra parte del plano (la pantalla del ordenador) teselada con 
los peces. La coloración es una parte clave de los teselados de Escher; él usó 
el color para hacer más fácil el reconocimiento de los azulejos individuales. En 
un embaldosado como el de la Fig. 3, TesselMania! coloca los colores en pares 
contrastantes. Por lo tanto, si un estudiante pinta dentro de la baldosa maestra, 
las baldosas circundantes se pintan automáticamente con un color de contraste. 
Este esquema se extiende a los triples de colores para los teselados que requie- 
ren un mínimo de tres colores para el reconocimiento de los azulejos. 
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Fig. 2. 27 de creación de un azulejo usando TesselMania! 


Fig. 3. Una parte de la pantalla de la 
computadora teselada 


Tipos de azulejos y TesselMania! 


El prototipo de TesselMania! fue creado utilizando la información sobre 
los tipos de azulejos y baldosas de [2]. Cuando descubrí Visions of Symmetry, 
empecé a adoptar la numeración de Escher para sus sistemas de cuadriláteros 
(Parte 1 de su cuaderno de 1941-42) para algunos de los tipos de baldosas. El 
resto de los tipos de baldosas estaban contenidas en sus sistemas de transición 
(Parte II del cuaderno) y en sus sistemas de triángulos (Parte IV del cuaderno). 
Estos dos sistemas adicionales eran más difíciles de entender y no me gustaba 
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tratar de explicar los sistemas a los niños en edad escolar. Eventualmente cam- 
bié a un sistema inventado por el matemático Heinrich Heesch. El sistema de 
clasificación de Heesch es muy similar al sistema de Escher, pero matemática- 
mente más elegante y completo. Heesch demostró que existen 28 formas dife- 
rentes (utilizando combinaciones de traslación, rotación o reflejos de desliza- 
miento) para embaldosar el plano de forma regular con una baldosa asimétrica. 
Cada una de las 28 formas determina un “tipo” de baldosa, ya que los movi- 
mientos geométricos que encajan perfectamente entre sí determinan natural- 
mente ciertas relaciones entre los bordes de una baldosa. La obra de Escher 
muestra que, trabajando independientemente de Heesch, descubrió 27 de los 
28 tipos de azulejos y baldosas. 


Los sistemas cuadrangulares de Escher (Parte 1 de su cuaderno) 


La parte I del cuaderno de Escher describe sus sistemas de cuadriláteros 
bicolores. Estos son sistemas que comienzan con una cuadrícula subyacente de 
algún tipo de paralelogramo. Identificó diez sistemas usando un número ro- 
mano para indicar el sistema y especificó el tipo de cuadrilátero usando una 
letra (A, B, C, D, o E). Cada sistema de baldosas se clasifica según los movi- 
mientos necesarios para mover la baldosa original a las baldosas adyacentes. 
En un sistema cuadrilátero, para cada baldosa, hay ocho baldosas circundantes, 
cuatro que comparten un borde con la baldosa central y cuatro que comparten 
sólo un vértice. Esta propiedad asegura que el revestimiento puede ser colo- 
reado usando un mínimo de dos colores sin que haya dos azulejos que compat- 
tan un borde que tenga el mismo color. De hecho, el colorido es sólo el de un 
tablero de ajedrez (ver [7], p. 59). 

Escher identificó las relaciones de las baldosas que rodean a una determi- 
nada baldosa utilizando direcciones transversales y diagonales. En el teselado 
de peces de la Fig. 3, la baldosa central se traslada en ambas direcciones trans- 
versales (de arriba abajo y de izquierda a derecha) y se traslada en ambas di- 
recciones diagonales; esta es la firma de su sistema cuadrilateral 1. En algunos 
sistemas cuadrilaterales, es posible que una baldosa se relacione con una bal- 
dosa adyacente mediante una reflexión de deslizamiento o mediante una rota- 
ción de 180? (rotación doble) o de 90” (rotación cuádruple). Los centros (ejes) 
sobre los que gira una baldosa hacia otra adyacente deben estar situados en los 
puntos medios de los lados del paralelogramo o en sus vértices. En su cua- 
derno, Escher publicó un cuadro resumen de sus sistemas cuadrangulares, que 
se reproduce en [7, p. 61]. 
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El esquema de clasificación de Escher es un sistema de clasificación local 
en el que se especifican los movimientos necesarios para generar un recubri- 
miento a partir de una única baldosa. (Esto contrasta con la visión “global” de 
los cristalógrafos, que clasifican utilizando grupos de simetría. Miran el patrón 
completo en lugar de sólo un parche alrededor de una baldosa, y recogen (en 
el grupo de simetría) todas las simetrías de todo el patrón.) Una ventaja del 
sistema local de Escher es que también indica cómo construir la baldosa. Esen- 
cialmente, determinó las relaciones geométricas entre los bordes de una bal- 
dosa y, por lo tanto, determinó cómo se podían modificar los bordes y, al 
mismo tiempo, mantener la capacidad de la baldosa para rellenar el plano. 


Sistema de Heesch 


Antes de explorar más de los sistemas de Escher, será útil saber cómo fun- 
ciona el sistema de Heesch. De hecho, usaré la notación de Heesch para expli- 
car los sistemas de transición y triángulos de Escher. Había implementado al- 
rededor de once de los tipos de azulejos de Escher en el software cuando Doris 
Schattschneider me sugirió que mirara el sistema de Heesch. Ella había men- 
cionado a Heesch en su libro e incluido su tabla de 28 tipos de azulejos asimé- 
tricos que pueden llenar el plano de manera regular sin usar reflejos [7, p. 326 
Tabla 2], Heinrich Heesch era un matemático alemán que en 1932 investigó y 
clasificó las posibles formas asimétricas que podían azulejar el plano de ma- 
nera regular, no permitiendo reflejos!”. Desafortunadamente para Escher, este 
trabajo no se publicó hasta 1963. Aparentemente, en 1963 se escribieron bre- 
vemente [7, p. 44], la tabla de Heesch resultó ser el sueño de un informático, 
al menos para un informático que soñaba con crear un programa de teselados. 
No sólo clasifica todas las formas posibles de crear las fichas, sino que el sis- 
tema de notación contiene el algoritmo que describe cómo se fabrica cada una 
de ellas. El sistema de Heesch es muy similar al de Escher en el sentido de que 
utiliza información local sobre cómo se construye la baldosa para clasificarla. 
Utilizó un código de letras, con subíndices cuando era necesario, para denotar 
las propiedades geométricas de la construcción de la baldosa. Para cada borde 
de la baldosa hay una letra (y posiblemente un subíndice) que indica cómo se 
construye en relación con otro borde de la baldosa. El número de letras es igual 
al número de bordes. Usó la letra T para denotar la traslación, G para denotar 


12 Una clasificación completa de las baldosas isoédricas sin la restricción asimétrica fue 
realizada por Branko Griibaum y G. C. Shephard en su libro Tilings and Patterns [6]. 
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la reflexión de deslizamiento (glide), y C para la rotación. Para la letra T nunca 
se necesita un subíndice, ya que es evidente que un lado trasladado coincide 
con el lado opuesto y paralelo de la baldosa. En el caso de G, se utilizan sub- 
índices, si fuera necesario, para indicar los lados correspondientes. Para la ro- 
tación se utiliza un subíndice para indicar la cantidad de rotación: la letra C sin 
subíndice representa una rotación de 180? (doble), C3 representa una rotación 
de 120” (triple), Ca representa una rotación de 90% (cuádruple) y Có representa 
una rotación de 60” (séxtuple). Dado que los recubrimientos producidos con 
estas baldosas son patrones bidimensionales periódicos, no existen otras posi- 
bilidades de ángulo. 

La Figura 4 da una explicación paso a paso del tipo Heesch para la baldosa 
en la Figura 2. En la Fig. 4a los bordes superior e inferior se relacionan por 
traslación, de modo que cada uno de ellos está etiquetado con una T. De ma- 
nera similar, los bordes derecho e izquierdo se relacionan por traslación (Fig. 
4b). Todas las etiquetas se muestran en la Fig. 4c y el tipo Heesch se encuentra 
procediendo (en sentido contrario a las agujas del reloj) alrededor de la bal- 
dosa, registrando las letras: TT TT. 

T T 


a b e 
T TE 
Fig. 4. Explicación del tipo TTTT de Heesch 

El siguiente ejemplo ilustra el uso de subíndices para identificar un tipo de 
baldosa que utiliza una reflexión de deslizamiento. También implica la inge- 
niería inversa de un teselado, que es una actividad que los estudiantes parecen 
disfrutar, especialmente si el teselado fue creado por Escher. La figura Sa 
muestra un teselado de patos. El primer paso es escoger un pato y encontrar 
sus vértices rodeando el límite del pato y encontrando puntos donde más de 
dos fichas se encuentran. En este caso hay cuatro vértices de la baldosa, lo que 
significa que también hay cuatro bordes. En la Fig. 5b se resalta un solo pato 
y los cuatro vértices se han conectado por segmentos de línea para mostrar el 
polígono inicial de esta baldosa. 

La siguiente tarea es averiguar las relaciones entre los cuatro bordes de una 
sola baldosa. En la Fig. 5c, el borde superior derecho se relaciona con el borde 
inferior derecho mediante una reflexión de deslizamiento a lo largo de un eje 
vertical. Los dos bordes están marcados con la letra G. El borde superior iz- 
quierdo y el borde inferior izquierdo también están relacionados por una refle- 
xión de deslizamiento a lo largo de un eje vertical diferente del revestimiento, 
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por lo que en la Fig. 5d estos dos bordes también están marcados con la letra 
G. Pero ahora hay un dilema: es posible que los reflejos de deslizamiento se 
refieran a lados adyacentes (como es el caso aquí) o a lados opuestos. Heesch 
utilizó subíndices (como se muestra en la Fig. 5e) para resolver la posible am- 
bigiiedad. El tipo de Heesch para este azulejo en particular es G/G1G2G.». Tes- 
selMania! tiene una característica para animar la creación de cualquier azulejo 
o baldosa para facilitar al estudiante la visualización de las relaciones geomé- 
tricas entre pares de bordes. 


6 61 
c d e 
Fig. 5. Buscando el tipo de Heesch de una baldosa 

Para cada uno de los 28 tipos de baldosas, el sistema de notación de Heesch 
genera una etiqueta descriptiva que contiene la información geométrica nece- 
saria para entender el tipo de baldosa. Si tuviera que usar el sistema de etique- 
tado de Escher, tendría que incluir una explicación por separado para cada tipo 
de azulejo. Hay una buena cantidad de trabajo involucrado en la comprensión 
de los tres sistemas separados de Escher para los tipos de azulejos que deseaba 
implementar. Así que decidí dejar de lado el sistema de numeración de Escher 
en el software y reemplazarlo con las etiquetas de Heesch. 

La relación entre los diez sistemas cuadrangulares de Escher y el sistema 
de Heesch se muestra en la Tabla 1. Aunque el software TesselMania! utiliza 
el sistema de Heesch, será útil examinar los sistemas de transición y triángulos 
de Escher y correlacionarlos con los tipos de Heesch para contar el número 
total de tipos de azulejos y baldosas de Heesch descubiertos por Escher. La 
Tabla 1 representa 12 tipos de Heesch. 


Tabla 1. Comparación de los diez sistemas de cuadriláteros de Escher y el sistema de 
Heesch. 
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Sistema cuadrilateral de Escher 
I 
I 


VIII 


Los sistemas de transición de Escher (Parte II de su cuaderno) 


En la segunda parte de su cuaderno, Escher explicó cómo sus sistemas de 
cuadriláteros que requieren sólo dos colores pueden ser modificados para re- 
querir tres colores para el reconocimiento de las baldosas; esto formó la base 
de sus sistemas “transicionales”. Voy a ilustrar aquí un sistema transitorio, la 
etiqueta de Escher para él es I%-1%. Más adelante utilizaré un procedimiento 
similar para investigar un azulejo Heesch tipo Escher perdido. (Ver el cuaderno 
de Escher junto con los comentarios de Schattschneider en [7] para una des- 


Sistema de Heesch 
TTTT 
TCTC 

CCCC (111%) 
CCC (IIS) 
G1G1G2G2 

TGTG 
CCGG 
CGG 
CGCG 
G1G2G1G2 
C4C4C4Ca 
CC4Ca 


cripción completa de todos sus sistemas de transición). 


Fig. 6. Sistema de transición de Escher I*-I* 
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Paso 1. (Figura 6a) Comience con el sistema cuadrilateral 1%. Marcar los 
vértices B y D de un borde; marcar cualquier punto C en el borde BD y marcar 
cualquier punto A en el borde adyacente con el punto final B como se muestra. 
(Sistema de Heesch TTTT.) 

Paso 2. (Figura 6b) Retire la porción del borde de A a B y conecte A a C. 
Haga esto a cada azulejo en el teselado. Este nuevo teselado, en el que cada 
baldosa tiene 6 bordes, requiere un mínimo de 3 colores. Escher denotó esto 
como sistema de transición 1%-I4. (Sistema de Heesch TTTTTT.) 

Paso 3. (Figura 6c) El proceso de transición puede continuar. Ahora quite 
la porción del borde de A a C y conecte A a D. Haga esto a cada azulejo en el 
teselado. Esto nos devuelve a un (diferente) sistema cuadrilátero de dos colores 
IA. (Sistema de Heesch TT TT) 

La Tabla 2 muestra que los sistemas de transición de Escher representan 
otros nueve tipos de Heesch. 


Tabla 2. Comparación de los sistemas de transición de Escher y Heesch. 


Sistema de transición de Escher Sistema de Heesch 
pp TTTTTT 
1P-1P TCCTCC 
TCTCC 
ve-1y* TG¡G2TG>2G1 
VIC-Y]b TCCTGGG 
AS CG1CGG2G2G1 
VIIC-Y IC CG1G2G2G1 
IxXP-x€ CCSCICACA 


Los sistemas triangulares de Escher (Parte IV de su cuaderno)” 


Los azulejos que tenían tres y seis rotaciones fueron clasificados por Es- 
cher como sistemas de triángulos, ya que se basaban en una red subyacente de 
triángulos equiláteros. Las tablas de Heesch [7] muestran que sólo hay seis 
tipos de azulejos y baldosas que incluyen un símbolo C3 o C6. Los sistemas 
de triángulos de Escher representan cinco de estos seis (véase el cuadro 3). 


2 El lector astuto notará que salté de la parte II del cuaderno de Escher a la parte IV. La 
Parte II trata sobre la técnica de dividir una sola baldosa en dos motivos para producir 
teselados con dos formas entrelazadas distintas. 
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(Para más información sobre los sistemas de triángulos de Escher, véase [7] o 
[3, p. 92)). 


Tabla 3. Triángulos de Escher y sistemas de Heesch. 


Sistema de Escher Sistema de Heesch 
Tr 1 As tipo 1 C3C3C3C3C3C5 
Tr 1 As tipo 2 C3C3C3C5 
Tr I Ba tipo 1 CCsCó 
Tr I Bs tipo I C3C3CóCó 
Tr 1 B* tipo 2 CC3C3C5Có 


Las notas de Escher indican que conocía el sexto tipo de Heesch, CC3C3, 
ya que mencionó específicamente que no estaba considerando sistemas donde 
más de 6 motivos se encuentran en un vértice [7, p. 79], el tipo de Heesch 
CC3C3 es el único tipo de baldosa que produce tales recubrimientos y, de he- 
cho, estos recubrimientos tienen vértices donde se encuentran 12 motivos. 


Contar los tipos de azulejos y baldosas de Escher: Una sorpresa y 
un misterio 


Las tablas 1, 2 y 3 muestran que 25 de los 28 tipos de Heesch tienen siste- 
mas Escher asociados. El tipo de Heesch CC3C3 fue omitido explícitamente 
por Escher. Eso deja sólo dos tipos a tener en cuenta: TG¡G¡TG2G2 y TCTGG. 
El dibujo de simetría de Escher 78 de unicornios (placa de color 3) contiene la 
nota marginal: “¿Sistema nuevo?” No pudo encontrar este sistema entre los 
que enumeró en su cuaderno. ¡Sorpresa! Esto es Heesch tipo TG¡G¡TG2G2. 
Así que, trabajando de forma independiente, Escher había descubierto 27 de 
los 28 tipos de Heesch posibles. Increíble para un hombre que decía haber sido 
pobre en matemáticas. 

Así que aquí está el misterio: ¿Qué hay del resto del tipo Heesch, TCTGG? 
¿Había algo especial en este tipo que no estaba incluido en el sistema de clasi- 
ficación de Escher? Requiere un mínimo de tres colores y no tiene tres o seis 
centros de rotación, por lo que si pudiera surgir utilizando sus técnicas, tendría 
que ser un sistema de transición. Me dispuse a ver si podía descubrir tal sistema 
de transición. Como TesselMania! se había escrito para crear teselados simila- 
res a los de Escher, ¡quizás podría usarlo para crear un sistema de transición 
similar a los de Escher! Conseguí encontrar un sistema de transición para ge- 
nerar TCTGG, pero se necesitó un pequeño truco. La figura 7 ilustra los pasos. 
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Fig. 7. Un sistema de transición similar a Escher para el tipo TCTGGG de Heesch. 
Usando la notación de Escher, este sistema de transición se llamaría VI-VI 

Paso 1. (Figura 7a) Empiece con una baldosa de Heesch tipo CCGG (Es- 
cher system VI). Marque B, el vértice común de los bordes con centros de 
rotación dobles, marcado como C y E. Marque D el otro vértice en el borde 
con los puntos B y C. Marque cualquier punto A en el borde entre B y E. Luego 
marque A”, B”, C?, C?, y D”, las imágenes de A, B, C, y D, bajo una rotación 
de 180” sobre E. 

Paso 2. (Figura 7b) Retire la parte del borde de A a B y conecte A a C. 
Para preservar el centro E de rotación doble, retire el segmento de borde A*B” 
y conecte A” a C”. Haga esto a cada azulejo en el teselado. Comenzando con 
el borde B”C”, desplácese en sentido contrario a las agujas del reloj alrededor 
de la nueva baldosa: B”C” obtiene la etiqueta Heesch T, el borde C*C es la 
etiqueta C, el borde CD es la etiqueta T, y los dos bordes restantes (sin alterar) 
son la etiqueta GG, por lo que la baldosa es del tipo Heesch TCTGG. El vér- 
tice B de la baldosa original se ha desplazado al punto C, un centro de doble 
rotación. 


=:490:= 


Paso 3. (Figura 7c) El proceso puede continuar para volver a un sistema 
cuadrilateral. Retire la parte del borde de A a C y conecte A a D. En conse- 
cuencia, sustituya A”C” por A”D”. Haga esto a cada azulejo. El resultado es el 
sistema cuadrilátero VI (Heesch tipo CCGG) de Escher. 

Parece que Escher se perdió este tipo. El pequeño truco de mover un vér- 
tice a lo largo de un centro de rotación no habría sido un gran truco para Escher, 
que creó muchas más hazañas asombrosas con una división regular. 

En cierto sentido, creo que es injusto (poco caritativo) incluso señalar el 
sistema de transición que falta. Sé que falta ya que tengo la tabla de Heesch y 
además sé exactamente el tipo de azulejo que debo buscar. Escher deambulaba 
solo por el jardín de la división regular del plano...” [1, p. 162] descubriendo 
diferentes sistemas de división regular sin un conocimiento previo del número 
exacto de posibilidades. Haber encontrado 27 de los 28 tipos posibles a través 
de sus exploraciones e investigaciones fue un logro asombroso. 


Una colorida confesión 


Concluiré dando un ejemplo de cómo me sorprendo continuamente y 
aprendo siempre del trabajo pionero de Escher. El TesselMania! original im- 
plementó 15 tipos de Heesch. En el último TesselMania! Deluxe se añadieron 
los 13 restantes, que incluían Heesch tipo CC4C4C4C4. Cada tipo se colorea 
automáticamente con un número mínimo de colores, que puede ser de dos o 
tres. Esto cumple con el criterio de Escher de que las baldosas que comparten 
un borde común deben ser de diferentes colores. Pero había otro criterio de 
coloración que Escher implementó: la coloración de las baldosas debía ser 
compatible con todas las simetrías de los azulejos sin colorear. Esta condición 
se llama ahora “coloración perfecta” (ver [7] para una explicación más deta- 
llada de la coloración perfecta). La Figura 8 muestra el esquema de coloración 
implementado en TesselMania! Deluxe para Heesch tipo CC4C4C4C4. Aquí las 
letras indican los colores: R significa rojo, G verde y B azul. 

Si una baldosa está perfectamente coloreada, cada simetría de la baldosa 
sin colorear debe conservar todos los colores o permutar los colores en la bal- 
dosa coloreada. El colorido de la Fig. 8 no es perfecto. Para ver esto, tenga en 
cuenta que una rotación de 90? de la baldosa alrededor del centro marcado es 
una simetría de la baldosa incolora, es decir, mueve cada baldosa exactamente 
sobre otra baldosa. Pero mire las cuatro baldosas que rodean este centro de 
rotación. La rotación mueve una ficha verde a una azul y la otra verde a una 
roja. Si este azulejo estuviera perfectamente coloreado, entonces esta rotación 
tendría que mover cada azulejo verde al mismo color. Es un buen ejercicio 
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tratar de colorear perfectamente este teselado usando cuatro colores (no se 
puede hacer usando tres colores — ver el artículo de Shephard [3, pp. 111- 
1221. 

Al principio de sus estudios, Escher se dio cuenta de que el color era per- 
fecto. Su dibujo de simetría 14 con cuatro rotaciones utiliza los tres colores 
mínimos y tiene el mismo problema que el de la Fig. 8. Hecho poco tiempo 
después, su dibujo de simetría número 20 de peces (placa de color 2) también 
podría haberse hecho en tres colores, pero eligió usar cuatro colores y luego 
coloreado perfectamente. Me gustaría pensar que me perdonará por haber im- 
plementado este tipo de azulejos en tres colores! 


Fig. 8. Tricoloreado 
CC4¿C4C4Ca 


Adición 


Siguiendo los pasos de Escher y Heesch, mi fascinación por los teselados 
ha continuado. Desde que escribí este artículo he desarrollado un programa 
completamente nuevo llamado Tessellation Exploration [Tom Snyder Produc- 
tions, Cambridge, MA 2001]. Este nuevo programa aprovecha lo que aprendí 
desde que creé TesselMania! También aprovecha la mayor velocidad y poten- 
cia de los nuevos microprocesadores. En el CD adjunto se ha incluido una ver- 
sión de demostración con un juego especial de azulejos para presentaciones de 
diapositivas que ilustra los 28 tipos de Heesch. 
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En 1998 Bigalke y Wippermann [8] ampliaron la clasificación de Heesch 
a 43 tipos de baldosas incluyendo bordes con reflejos. En Tessellation Explo- 
ration implementé cinco de los nuevos tipos de forma modificada, el borde 
reflejado se utiliza para generar una baldosa más grande con simetría bilateral. 
Escher descubrió rápidamente que un borde basado en el reflejo no puede ser 
remodelado! 
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M.C. Escher en el Museo: La perspectiva de un Educador 


Jean-Francois Leger 


Escher en calendarios, camisetas, carteles y mucho más: esto lo conocemos 
bien. Pero Escher en un museo es un placer que va mucho más allá de una 
diversión para la vista. 


— Jennifer Couelle, Le Devoir, 29 de febrero de 1996 


Es raro que un gran museo organice una exposición a gran escala sobre 
M.C. Escher. Con frecuencia, los museos limitan su representación de este ar- 
tista a las estanterías de las librerías. Cuando la National Gallery of Canada 
organizó una exposición de la obra de Escher, preparó un programa educativo 
integral para celebrar la ocasión, como era de esperar. Creo que de esta expe- 
riencia surge un modelo que puede guiar a otros que están igualmente intere- 
sados en la recepción de la obra del artista. 


Langacepes to Mintecaros 


MC EOUHER 


La parsaga en mbtamerphoso 


Fig. 1. El estandarte de la exposición 
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En primer lugar, unas palabras sobre la exposición M.C. Escher: Landsca- 
pes to Mindscapes (Fig. 1). Expuesta en la National Gallery of Canada de di- 
ciembre de 1995 a mediados de marzo de 1996, esta retrospectiva celebró el 
regalo a la Galería por parte del hijo mayor del artista, George Escher, de más 
de 160 grabados y obras relacionadas. Además de los 90 grabados selecciona- 
dos de la donación, la exposición contenía otras obras de George Escher y su 
familia, así como grabados prestados por el Gemeentemuseum de La Haya y 
la National Gallery of Art de Washington, D.C. Se distribuyó una versión iti- 
nerante de la exposición a varias galerías de todo Canadá. 

El organizador de la exposición, Brydon Smith, comisario de arte del siglo 
XX en la National Gallery, la tituló paisajes terrestres a paisajes mentales para 
llamar la atención sobre la forma en que Escher incorporó los paisajes de su 
juventud en Italia a los imaginarios “paisajes mentales” que produjo más tarde 
en los Países Bajos. Una consideración subyacente fue un enfoque multidisci- 
plinario en la selección de los grabados que se incluirán en la muestra, como 
se refleja claramente en la composición del comité de selección, que incluía a 
Brydon Smith, Claude Lamontagne (psicólogo), David Peat (matemático), y a 
mí, un educador. La composición del comité, de hecho, se hizo eco de los di- 
versos intereses del artista. 


M.C. Escher, Selinunte, Sicilia, 
1935. Xilografía 
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Las obras de Escher se contextualizaron según ciertos temas visuales recu- 
rrentes, para dar una visión holística de la carrera del artista, haciendo cone- 
xiones entre su periodo paisajístico y el periodo en el que se inspiró más en lo 
matemático y en lo imaginario. La exposición ofreció una oportunidad para el 
descubrimiento personal; fue concebida como un lugar para mirar y explorar 
obras que integran de manera transparente conceptos matemáticos y teorías de 
la percepción. En la Figura 2 se muestra una ilustración de estos enlaces visua- 
les. 

Dado que la apreciación de las cualidades estéticas de las obras era un pri- 
mer paso esencial, el contexto en el que se presentaban era de crucial impor- 
tancia. Se prestó especial atención a la forma en que se colgaban los grabados; 
también se tuvo cuidado de que la instalación fuera atractiva para el público 
joven que probablemente se sintiera atraído por la exposición. Las obras, por 
ejemplo, se colgaron a una altura más baja, al igual que las etiquetas, para per- 
mitir a los visitantes más jóvenes acercarse a las obras (Fig. 3). 


Fig. 3. Vista de la tercera de cinco galerías 


Es importante entender que las iniciativas educativas no pretenden conver- 
tir a los aficionados en expertos, sino enriquecer la visión que los visitantes 
tienen de un artista sugiriendo vías de exploración. La intervención del educa- 
dor del museo se centra en hacer que la tesis subyacente de la exposición sea 
más accesible al público en general. El programa educativo que acompañó la 
exposición de Escher se centró tanto en las obras del artista como en su recep- 
ción. Se tratarán brevemente algunos aspectos de la programación, presentados 
de acuerdo a su público objetivo: dos salas didácticas, una serie de conferen- 
cias y una tradicional visita guiada dirigida al público en general; un taller para 
escolares; dos actividades para profesores; así como programas diseñados para 
públicos que participan en la programación del museo en curso, tales como 
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familias, adolescentes y personas de la tercera edad. Rara vez un programa de 
educación ofrece tantas actividades variadas a tantos públicos. 


Las Salas Didácticas 


Para facilitar una mejor comprensión de la originalidad de la obra de Es- 
cher, se dedicó una pequeña sala a ilustrar algunas fuentes de inspiración del 
artista. Los visitantes pudieron ver algunos grabados de Diirer, Piranesi, Vre- 
deman de Vries, Hogarth, junto con un grabado japonés. La sala didáctica es- 
taba situada después de una primera galería que daba una visión general de la 
obra de Escher. 

Inmediatamente después de la sala didáctica se exhibió una selección de 
grabados sobre temas como el autorretrato, el teselado, obras de naturaleza si- 
milar a Smaller y Smaller, y arreglos espaciales ambiguos, por nombrar sólo 
algunos. Una tercera galería presentaba las impresiones relacionadas con los 
sólidos regulares, la metamorfosis y los mundos imposibles. Entre estas dos 
galerías, en el corazón de la exposición, la segunda sala didáctica permitió a 
los visitantes explorar los métodos de trabajo del artista. 

La primera sección de la segunda sala didáctica se concentró en el teselado. 
Para llenar el plano con formas geométricas reconocibles y entrelazadas, las 
figuras de Escher sufren cambios de forma. El método para producir tal meta- 
morfosis se detalla en su libro Regelmatige Vlakverdeling (La división regular 
del plano), publicado en 1958 por la Fundación De Roos, Utrecht. Su texto 
está ilustrado con diagramas y puntuado con consejos prácticos y reflexiones 
filosóficas. (El libro M.C. His Life and Complete Graphic Work contiene el 
texto completo en traducción inglesa, junto con las placas ilustrativas.) 

Una exposición de grabados del propio libro de Escher introdujo a los vi- 
sitantes a los diversos tipos de transformación simétrica que se requieren para 
dividir un plano en formas entrelazadas reconocibles. También se presentaron 
movimientos simétricos, con la ayuda de una versión ilustrada abreviada del 
texto del libro de Escher. 

Es difícil apreciar plenamente la complejidad y el refinamiento de la téc- 
nica del artista. Los fans de Escher a menudo se distraen tanto con el tema de 
las obras que no se dan cuenta de su virtuosismo técnico. Este fue el tema de 
la segunda sección de la sala didáctica (Fig. 4). Aunque M.C. Escher realizó 
dibujos y acuarelas como bocetos preliminares para impresiones, fue ante todo 
un artista gráfico. Los métodos de grabado que utilizó con más frecuencia, y 
con una maestría consumada, fueron dos técnicas de relieve grabado en madera 
y xilografía— y una técnica planográfica —la litografía. 
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Fig. 4. Segunda sección de la sala didáctica 


Se invitó a los espectadores a descubrir el trabajo de simplificación y trans- 
posición de un paisaje para realizar una impresión. Tres etapas en la realización 
de un grabado fueron ilustradas por una fotografía de un callejón en Atrani de 
Mark Veldhuysen, el dibujo de Escher del mismo tema, y su último grabado 
en madera, Covered Alley in Atrani (ver página 94). Esto permitió al visitante 
comparar la escena real con la interpretación que el artista hizo de ella. 

Para completar la sección sobre técnicas de grabado, una vitrina mostró el 
bloque de madera de grano final (probablemente peral) utilizado para el gra- 
bado (Church at) Corte, Córcega, así como varias herramientas. El boceto pre- 
paratorio, el bloque de impresión y la impresión se mostraban uno al lado del 
otro. De particular interés para los visitantes fue el bloque de madera hecho de 
varias piezas de madera pegadas entre sí. Varias herramientas utilizadas para 
cortar las ranuras que forman el diseño dibujado en el bloque proporcionaron 
un contexto adicional para la creación de la obra. Un rodillo similar al utilizado 
por el artista para entintar la superficie ofrecía más información sobre la téc- 
nica de impresión. Para completar la presentación, se incluyó una pequeña cu- 
chara como ejemplo del tipo de frotón utilizado por el artista. Se utiliza un 
frotón para frotar (bruñir) el reverso de la hoja de papel colocada en el bloque 
entintado, con el fin de transferir el diseño creado sobre el papel. 

El fragmento de vídeo de la película de Han Van Gelder Adventures in 
Perception, de 1969, que muestra a Escher en su taller, fue especialmente po- 
pular entre los visitantes. Se complementó con una exposición cercana de la 
impresión titulada Snakes (ver página 102) y algunos de los dibujos preparato- 
rios. A su manera, la yuxtaposición de esta etapa inicial en el trabajo del gra- 
bador con el producto acabado ofrecía una elocuente ilustración de la técnica 
de creación de “paisajes mentales”. También permitió comprender mejor el 
hecho de que las impresiones multicolores de Escher se realizan a partir de 
varios bloques, uno para cada color, incluido el negro. 
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En una sala separada de la exposición (para no distraer de las impresiones) 
se presentó el vídeo The Fantastic World of M. C. Escher de Michele Emmer. 
El video se pudo ver en una proyección continua de versiones alternas en fran- 
cés e inglés. 


Ciclo de conferencias 


El objetivo de una serie de conferencias públicas era profundizar en la di- 
versidad de puntos de vista sobre el artista. Los diversos aspectos personales, 
anecdóticos, cognitivos y matemáticos que se discuten en las conferencias si- 
túan las obras en un contexto más completo. Los oradores invitados fueron 
indicativos del alcance del programa: Douglas Hofstadter (Profesor de Cien- 
cias Cognitivas y de la Computación, Indiana University), Claude Lamontagne 
(Profesor, Escuela de Psicología, Universidad de Ottawa), Mark Veldhuysen 
(fotógrafo holandés), y, por último, Roger Penrose (Profesor de Matemáticas, 
Universidad de Oxford). Las conferencias atrajeron a un número de personas 
que no suelen asistir a este tipo de eventos. 

George Escher habló en la ceremonia de inauguración de la exposición, 
presentando las obras de su padre a un público cautivado. La conferencia se 
emitió simultáneamente en el auditorio del museo, con capacidad para 400 per- 
sonas, en la sala de conferencias, con capacidad para 100 personas, y en mo- 
nitores situados en el exterior de las puertas del auditorio. Excepcionalmente, 
se realizó una grabación en vídeo de las conferencias, que se conservó en la 
Biblioteca Nacional de la Galería para su consulta durante la exposición y des- 
pués. De esta manera, aquellos que, por cualquier razón, no pudieron asistir al 
evento, pudieron beneficiarse de las conferencias grabadas. La conferencia 
tuvo una asistencia récord, y George Escher fue invitado a volver a la Galería 
Nacional dos meses después para dar otra charla. 

La conferencia fue seguida por un recital de piano de las Variaciones Gold- 
berg de Bach. La afinidad de Escher por Bach está bien documentada: 


Bach jugó con la repetición, la superposición, la inversión, el reflejo, la ace- 
leración y la ralentización de sus temas de una manera que es, en muchos 
aspectos, comparable con mi traducción y el reflejo deslizante de mis temas 
de figuras reconocibles. Y tal vez por eso me encanta su música en particu- 
lar. [6, p. 254] 


A través de esta elección de programa musical, hemos querido ampliar las 
posibilidades de interpretación de la obra de Escher y permitir que la gente 
escuche una de sus fuentes de inspiración. El concierto fue coproducido con la 
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estación de radio local de la Canadian Broadcasting Corporation. El concierto 
grabado fue transmitido más tarde. 


Para profesores 


Curiosamente, el nombre de Escher se menciona más a menudo en los tex- 
tos introductorios de matemáticas y psicología que en las introducciones a la 
historia del arte. Los profesores de matemáticas y geometría suelen utilizar sus 
grabados para demostrar a sus alumnos cómo la ciencia puede ser una fuente 
de poesía y belleza. Los libros de texto de psicología los ofrecen como prueba 
de la afirmación de que nuestras percepciones de la realidad son, de hecho, 
construcciones. Así, tres disciplinas tradicionalmente no relacionadas entre sí 
se entrecruzan en la obra de Escher. 

Dada la enorme popularidad de Escher, combinada con la fascinación que 
parecen ejercer las paradojas, no es demasiado difícil para los profesores in- 
teresar a sus alumnos en este artista. Tal vez su atractivo se deba también al 
hecho de que su obra evoca a menudo el tipo de sonrisa que se produce cuando 
nos hacen bromas o nos engañan con juegos. 

Después de haber oído hablar de la exposición con antelación y de saber 
que Escher atraería a sus miembros, algunas asociaciones de profesores se 
reunieron en Ottawa. Una de esas reuniones fue la de la Association francop- 
hone des enseignants en arts de 1' Ontario (AFEAO), que brindó la oportunidad 
de explorar diversas formas en que la labor de M.C. Escher podía incorporarse 
a las aulas. Los cursos y talleres se centraron en la integración de los campos 
de estudio. Los maestros compartieron planes de lecciones para la integración 
de las artes visuales, la música y el teatro, así como las matemáticas y el len- 
guaje. Los profesores interesados pueden encontrar algunas de estas ideas 
compartidas en el apéndice de este artículo. 


El Programa Escolar 


Se invitó a los profesores a reservar una visita guiada de la exposición. 
También se ofrecieron talleres (Fig. 5). El taller para alumnos de 9 a 12 años 
incluyó una breve visita a la exposición y una actividad de estudio en la que 
pudieron explorar los mosaicos familiares: los niños seleccionaron una de las 
tres rejillas y crearon sus propios azulejos para imprimirlos con esponjas de 
diferentes formas. Este sencillo método de involucrar a los niños en el arte del 
teselado se basó en el trabajo de Jill Britton, quien ha diseñado con éxito para 
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los escolares un taller sencillo inspirado en Escher. La actividad fue un gran 
éxito. 

Para los alumnos mayores, de 13 a 17 años, el taller se basó en espejos. Se 
utilizaron tres tipos de superficies reflectantes: un espejo ordinario, que se uti- 
lizaba para dibujar la propia mano del alumno, por ejemplo; láminas de mylar, 
para la transformación de una imagen reflejada; y espejos esféricos completos 
o hemisferios reflectantes (Fig. 6). Los objetivos de la actividad eran presentar 
de forma sencilla el complejo trabajo de exploración visual de Escher y enfa- 
tizar su aspecto artístico. Alrededor de 1.000 estudiantes conocieron el trabajo 
de Escher de esta manera. 


Fig. 6. Una revelación 
del taller: A la Escher, los 
estudiantes se examinan 
en un espejo esférico 
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Fig. 6. (continuación) 


Para permitir cierta preparación antes de las visitas de clase a la Galería, 
se proporcionó un folleto introductorio para los maestros. En un formato fácil 
de fotocopiar, similar al del catálogo de la exposición, el folleto presentaba una 
rápida introducción al mundo de Escher y ofrecía sugerencias sobre el poten- 
cial de las obras para ofrecer actividades estimulantes a los estudiantes. Estaba 
dividido en secciones que podían utilizarse por separado. Una idea de los temas 
tratados en Escher: An Introduction for Teachers se puede obtener una intro- 
ducción para los profesores echando un vistazo a su índice: Cronología, Escher 
en sus propias palabras, Técnicas de grabado, Paisajes, Paisajes a paisajes men- 
tales, Paisajes mentales, Actividades en el aula y Bibliografía comentada. 

Como suplemento, los profesores interesados podrían tomar prestado un 
kit que contiene diez diapositivas de las impresiones de Escher. El kit también 
incluía una introducción a cada impresión, generalmente por el propio Escher, 
y sugerencias para temas de discusión. El material textual de la carpeta se dis- 
tribuyó por Internet con el fin de llegar a un mayor número de maestros. 

Aprovechando aún más las capacidades de Internet, también ofrecimos a 
los profesores un sitio de discusión basado en un foro. Este segundo sitio web 
incluía una introducción al artista y cuatro de sus obras, una sección sobre téc- 
nicas de grabado, una bibliografía, actividades en el aula y extractos de textos. 
El objetivo de este Foro de Profesores era estimular la conversación y el inter- 
cambio de ideas. Las contribuciones clave a esta página fueron compartidas 
como otro medio para fomentar el diálogo entre los profesores y la Galería. 


Adolescentes, familias y personas de la tercera edad 
También se presentó la obra del artista a otros públicos. Se ofrecieron dos 


series de talleres de tres días a los adolescentes, que fueron invitados a descu- 
brir la obra de Escher explorando sus técnicas y temas preferidos. El hecho es 
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que Escher no consideró el valor estético como un fin en sí mismo, sino como 
el resultado del corte o grabado meticuloso de la madera y de una aplicación 
rigurosa de sus estudios de geometría y percepción de gran alcance. Estos con- 
ceptos pueden ser introducidos con éxito a los participantes, especialmente pri- 
vilegiando un enfoque práctico. Los talleres escolares mencionados anterior- 
mente fueron transformados y ampliados para este público un tanto mayor. 

El programa de Familias y Amigos de la Galería Nacional permite que el 
aprendizaje se logre en un ambiente informal. Para los participantes, formados 
por una familia un tanto vagamente definida, la sesión comenzó con ejercicios 
creativos y luego se trasladó a una experiencia de primera mano de la obra del 
artista a través de una visita a la galería, regresando al taller para una explora- 
ción más profunda. 


Los niños ocuparon el centro del escenario y marcaron la pauta en este con- 
texto. Su presencia promovió un ambiente relajado y estimuló un enfoque 
lúdico. Este enfoque, a su vez, beneficia a los adultos. [3, p. 124] 


Estas sesiones, ofrecidas en inglés y francés, atrajeron a 150 participantes 
y dan fe de la idea de que los museos son entornos de aprendizaje informales 
muy diferentes del entorno escolar. 

Unas palabras sobre el Programa para Adultos Mayores que atiende a un 
segmento creciente de visitantes de museos. Este programa está estructurado 
en torno a una breve introducción en vídeo, una visita guiada, seguida de un 
debate con café/té y galletas complementarias. El último componente es im- 
portante, ya que ofrece una atmósfera relajada y una ocasión para la socializa- 
ción. Un total de 200 personas mayores participaron en este programa. 


Conclusión 


Para resumir, me gustaría mencionar que la exposición de Escher atrajo a 
un número récord de visitantes para una exposición impresa en la National 
Gallery of Canada. Todos los visitantes fueron expuestos a alguna parte del 
programa educativo. También debo mencionar que alrededor del 30 por ciento 
de ellos eran escolares que participaron en una visita o en un taller. Los jóve- 
nes, con su curiosidad natural y su afición a la ironía, disfrutan de los juegos 
que desafían la mente y responden a una actitud similar en Escher. Como ha 
dicho el artista: 


..tal juego sólo puede ser jugado y entendido por aquellos que están dis- 
puestos a penetrar en la superficie, aquellos que aceptan usar su cerebro, 
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así como en la resolución de un acertijo. Por lo tanto, no es un asunto de los 
sentidos, sino más bien una cuestión cerebral. La profundidad no es necesa- 
ria en absoluto, pero una especie de humor y de burla propia es imprescin- 
dible. [5, p. 8] 


Los educadores pueden proporcionar ciertas claves vitales para la interac- 
ción con las obras de arte, ciertas vías de exploración que los visitantes pueden 
seguir. Y una vez que los espectadores han hecho este viaje, desarrollan una 
autonomía que nunca se puede perder. En el caso de M.C. Escher, su modestia, 
sus muchos y variados intereses y la riqueza y amplitud de interpretación del 
mundo visible que ofrece son invitaciones a una apreciación directa e íntima 
de las obras de arte originales. 


Apéndice: Actividades en el aula 


Matemáticas 
Escher no era matemático, pero su trabajo a menudo ha inspirado e inspi- 

rado abrió caminos para los matemáticos en relación con ciertos conceptos y 

teorías. 

Las siguientes actividades (empezando por las más simples) ofrecen for- 
mas de explorar la representación espacial y las transformaciones geométricas: 
traslación, rotación, reflexión y similitud. 

1. Pida a los alumnos que observen su entorno y descubran ejemplos de mo- 
tivos repetidos, ya sean naturales o artificiales (colmena, piña, escamas en 
un pez, mosaicos en un suelo de cocina o de baño). 

2. Pida a los alumnos que determinen cuáles son los recubrimientos (planos 
cubiertos con un conjunto de polígonos dispuestos de manera que no haya 
espacio entre ellos y no se superpongan). 

3. Usando papel de puntos (papel de rejilla cuadrada y papel de rejilla trian- 
gular), haga que los estudiantes creen un mosaico que contenga polígonos 
regulares de una sola forma. Los estudiantes descubrirán que los recubri- 
mientos cerámicos regulares sólo se pueden construir con triángulos equi- 
láteros, cuadrados y hexágonos regulares. 

4. A continuación, pida a los alumnos que examinen los recubrimientos se- 
mirregulares, construidos a partir de diferentes polígonos regulares; lléve- 
los a explorar los ocho recubrimientos semirregulares de Arquímedes. 

5. Una vez terminado el 4” paso, pida a los alumnos que examinen las obras 
de Escher, en las que encontrarán conceptos similares e inspiración para 
sus propias creaciones. 
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6. 


Usando un papel cuadriculado, los estudiantes pueden diseñar motivos in- 
teresantes para cubrir una superficie dada. 


Las Artes Visuales 


La obra de Escher puede ser la base de numerosas actividades artísticas, 


especialmente en el ámbito del dibujo y el grabado. Algunos se presentan aquí: 


1. 


Después de familiarizarse con los teselados de Escher (mencionados ante- 
riormente), dibuje un motivo repetido llenando completamente una hoja de 
papel. Utilice un lápiz de dibujo o un rotulador para dar el toque final. 
Cubra un pedazo de cartón con papel de aluminio para crear un espejo. 
Sujételo con la mano y dóblelo ligeramente para obtener una forma cón- 
cava o convexa. Con un lápiz, dibuje la imagen distorsionada que se ve en 
el espejo. 

Observe muy atentamente la impresión Day and Night. Elija una foto de 
un paisaje y péguela en el lado izquierdo de una hoja de papel. Luego di- 
buje el mismo paisaje invirtiendo las formas y los colores (para efecto es- 
pejo y contraste claro-oscuro). 

Utilizando plastilina, cree un sello con un motivo que se imprimirá repeti- 
damente en una hoja, creando así otro teselado. 

Utilizando Metamorphose HI como inspiración, haga un dibujo que pueda 
servir de esbozo para un mural escolar. 


Idioma 


1. 


Algunas de las obras de Escher —Castle in the Air, Covered Alley in 
Atrani, Stairwell, Print Gallery, Still Life with Mirror y Relativity— pue- 
den utilizarse como base para un ejercicio de escritura creativa. Pida a los 
alumnos que escriban un poema o una pieza de prosa poética inspirada en 
uno de estos grabados. 

Además, estos mismos grabados podrían inspirar a los estudiantes a com- 
poner la primera frase o párrafo de una novela. 

Pida a los estudiantes que escriban una variedad de composiciones: 

a) un breve ensayo que alaba o critica la obra de Escher. 

b) un texto breve para acompañar la subasta de una de las obras de Escher. 
Los estudiantes también pueden disfrutar comparando sus esfuerzos de es- 
critura creativa. 


Música, Danza, Drama 


Escher era conocido por su gran amor por la música. Muchas de sus obras 


utilizan motivos y transformaciones repetidos; en el ámbito de la música, com- 
positores como Bach estaban profundamente interesados en estas mismas 
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ideas. La rotación, la traslación y la simetría son características de la compo- 

sición que se encuentran en la danza y la expresión física. Haga que los estu- 

diantes creen danzas inspiradas en los temas de Escher y los conceptos de 

transformación presentados anteriormente. Por ejemplo: 

1. Utilizando Still Life and Street, los estudiantes pueden montar una repre- 
sentación que exprese el paso de un mundo a otro. 

2. Usando Sky and Water I, los estudiantes pueden explorar la transformación 
de un pez en un pájaro, y de una semilla en una flor. 

Las obras de Escher se adaptan bien a actividades como el mimo, el juego 
de espejos y la exploración del teatro del absurdo. Aquí hay algunas activida- 
des teatrales para probar: 

1. Usa Relativity para establecer el tono de una escena en la que dos amigos 
se encuentran en la calle. 

2. Crea un mimo basado en una transformación. 

3. Escenario de un sketch basado en Belvedere. 


Referencias 


[1] Bool, EH., Kist, J.R., Locher, J.L., , Wierda, F. (1982). M.C. Escher: His 
Life and Complete Graphic Work. (T. Langham y P. Peter, trans.). Nueva 
York: Harry N. Abrams. 

[2] Britton, J. y W. Britton (1992). Teaching Tessellating Art: Activities and 
Transparency Masters. Palo Alto, CA: Publicaciones Dale Seymour. 

[3] Brule-Currie, M. (1996). “When Three- to Five-year-school-olds and 
Adults Look at Modem and Abstract Art Together,” en Lefebvre, B., y M. 
Allard, eds. Le Musée, un projet éducatif (pp. 10926), Montreal: Las edi- 
ciones lógicas. 

[4] Escher, M.C. (1971). The Graphic Work of M.C. Escher. (J.E. Brigham, 
trans.; revisado). Nueva York: Hawthorn Books. (Actualmente disponible 
en Taschen, 1992.) 

[5] Escher, M.C. (1989). Escher on Escher: Exploring the Infinite. (K. Ford, 
trans.). Nueva York: Harry N. Abrams. 

[6] Schattschneider, D. (1990). Visions of Symmetry: Notebooks, Periodic 
Drawings, and Related Work of M.C. Escher. Nueva York: W.H. Freeman 
é Co. 


Videos 
Emmer, M., productor (1994). The Fantastic World of M.C. Escher (El fantá- 
stico mundo de M.C. Escher). Acorn Media; Springer-Verlag, Berlín. 


— 506 — 


Van Gelder, H., productor, director (1969). Adventures in Perception (Aventu- 
ras en Percepción). de los Países Bajos Ministerio de Asuntos Exteriores, 
La Haya. 


— 507 — 


Escher, Napoleón, Fermat y el centro de nueve puntos 


John F. Rigby 


En su cuaderno de “motivos abstractos”, Escher investigó un revestimiento 
del plano mediante hexágonos no regulares congruentes, como se muestra en 
la Fig. 1. Encontró este recubrimiento en un artículo de F. Haag [1]; se pueden 
encontrar más detalles en [2] y [3, p. 90], Este recubrimiento puede ser usado 
para dar pruebas muy simples y elegantes de algunos teoremas bien conocidos 
en geometría de triángulos. 

Aquí están los resultados declarados por Escher en su cuaderno. 


(1) Deje que ABC sea un triángulo equilátero y E cualquier punto (Fig. 2). 
Deje que E sea el punto tal que AF = AE y LFAE = 1720". D será el punto tal 
que BD = BF y LDBF = 120". Entonces CE = CD y LECD = 720%. 

(ii) Copias congruentes del hexágono AFBDCE pueden ser utilizadas para 
embaldosar el plano, 

iii) Las diagonales AD, BE y CF del hexágono son concurrentes. 


He reformulado la versión de Escher de (i) en forma de teorema: él mismo 
simplemente declaró hechos sobre el hexágono AFBDCE que son menciona- 
dos por Haag y que son observables desde el revestimiento de Haag (una ver- 
sión de la Fig. 3, sin letras, aparece en el artículo de Haag). 


/ | Y Y 
Fig. 1. Fig. 2. 
En [2] mostré cómo usar un famoso resultado geométrico conocido como 


el teorema de Napoleón para probar la existencia del hexágono y del mosaico. 
Pero recientemente me he dado cuenta de que se puede utilizar el procedi- 
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miento inverso: hay una manera sencilla de probar (i) y (ii), y entonces pode- 
mos usar la existencia del hexágono y el recubrimiento para dar una prueba 
muy simple del teorema de Napoleón y también del teorema del triángulo de 
Fermat. 


La existencia del hexágono 


En la Fig. 2, dejemos que P sea el reflejo de E en AC. Entonces CE = CP: 
también AP = AE = AF y los dos ángulos marcados con un son iguales. Ahora 
LBAC = 60” = a + f: por lo tanto LFAE = 120" = 2a + 2f. por lo tanto LFAB 
= f. Por lo tanto, P es el reflejo de F en AB. Un argumento similar en el vértice 
B muestra que P es el reflejo de D en BC. Por lo tanto CE = CP = CD, y una 
investigación de los pares de ángulos iguales en C muestra que LECD = 120". 

Lo que hemos obtenido ahora es un tipo particular de hexágono; su forma 
exacta depende de la posición de E (o de P) en relación con ABC. Nótese que 
la Fig. 2 se puede construir a partir de cualquier triángulo DEF: construimos 
un triángulo isósceles AFE con base FE y un ángulo de 120? en A, también un 
triángulo isósceles BDF con base DF y un ángulo de 120" en B: entonces cons- 
truimos el triángulo equilátero ABC, y la figura se completa. 

Por conveniencia, consideraremos que P se encuentra dentro del triángulo 
ABC, pero también puede estar fuera. Si P se encuentra a las afueras de ABC, 
el hexágono AFBDCE ya no será convexo, lo que no afectará al embaldosado 
posterior. Pero si P se encuentra muy lejos del ABC, el hexágono se convertirá 
en reentrada; entonces tenemos que extender nuestras ideas de lo que consti- 
tuye un recubrimiento, pero las matemáticas siguen siendo válidas. 


La Construcción del Azulejo 


Para construir el embaldosado de hexágonos, partimos de una cuadrícula 
básica de triángulos equiláteros que cubren el plano, uno de los cuales es el 
triángulo ABC de la Fig. 2 con el punto P dentro de él (Fig. 3). Reflejamos el 
triángulo ABC y su contenido (es decir, el punto P y las líneas PA, PB y PC) 
en los lados del triángulo como se muestra, para producir tres líneas pesadas 
en cada uno de los triángulos reflejados. (Las líneas PA, PB, PC no forman 
parte del embaldosado; una vez utilizadas para unir esta figura con la Fig. 2, 
ya podemos eliminarlas.) Ahora podemos pensar en la Fig. 3 como construida 
inicialmente a partir de baldosas triangulares equiláteras: baldosas lisas que 
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alternan con copias del triángulo BNC, cada una de las cuales contiene un pa- 
trón de tres líneas. Las copias con patrones de BNC están orientadas de tal 
manera que los patrones de los triángulos en cualquier vértice de la cuadrícula 
pueden obtenerse entre sí mediante rotación a través de 120? y 240” alrededor 
de ese vértice. Dicho de otro modo, podemos considerar que los vértices de la 
cuadrícula son de tres tipos: B-tipo, N-tipo y C-tipo; cada triángulo de la cua- 
drícula tiene un vértice de cada tipo. Todo el mosaico hexagonal tiene un cen- 
tro de simetría rotacional triple en cada vértice de la rejilla. 


Fig. 4. Fig. 5. 


El método de construcción de la Fig. 3 puede entenderse sin hacer referen- 
cia a la investigación de la Fig. 2 en la sección anterior; la cuadrícula de trián- 
gulos equiláteros se muestra en el artículo de Haag y es ligeramente visible en 
la página del cuaderno de Escher. Pero las pruebas dadas anteriormente no son 
superfluas: será importante en nuestras investigaciones geométricas posterio- 
res saber que la Fig. 2 (como se mencionó anteriormente), y por lo tanto la 
Fig. 3, puede ser construida a partir de cualquier DEF triangular. 

El revestimiento de hexágonos de Haag debe haber ayudado a Escher a 
apreciar la repetición de patrones con centros de simetría rotacional triple de 
tres tipos diferentes — patrones cuyo tipo de simetría es p3 en la notación 
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cristalográfica. Si sustituimos las líneas rectas DB, DN, DC en la construcción 
de la Fig. 3 por las líneas angulares mostradas en la Fig. 4, obtenemos uno de 
los patrones de lagartijas de Escher (ver página 517). En el dibujo de Escher 
de este patrón de lagartija hay una cuadrícula de hexágonos regulares, pero 
puede que lo haya introducido en una etapa posterior en relación con la lito- 
grafía Reptiles (ver página 381) o la xilografía Metamorphose 1 (ver página 
183). 

El patrón de Escher de hombres corriendo [3, p. 132] tiene el mismo tipo 
de simetría p3. En este dibujo aparece una cuadrícula de diamantes (triángulos 
equiláteros dobles), pero de nuevo podemos preguntarnos si esto se utilizó en 
su construcción del patrón o se introdujo más tarde en relación con la litografía 
Cycle (ver página 104) en el que los corredores se transforman en diamantes. 


Teorema de Napoleón 


La figura 5 muestra una parte de todo el revestimiento en la figura 3, con 
algunas indicaciones adicionales. Hemos observado anteriormente que el con- 
tenido de los triángulos equiláteros con el vértice A puede obtenerse de cada 
uno de ellos mediante rotación a través de 120? y 240". Se deduce que el XFE 
es un triángulo equilátero con el centro A. Del mismo modo, YDF y ZED son 
triángulos equiláteros con los centros B y C. Por lo tanto, la figura, que puede 
construirse a partir de cualquier triángulo DEF, demuestra el teorema de Na- 
poleón: 


Si los triángulos equiláteros XFE, YDF, ZED se erigen a los lados de cual- 
quier triángulo DEF, entonces los centros de estos triángulos equiláteros 
forman un triángulo equilátero ABC. 


Teorema del triángulo de Fermat 


En la Fig. 5, si reflejamos los puntos L, M, A y X en la línea horizontal que 
pasa por A, obtenemos los puntos B, C, A y P; por lo tanto, XP es una línea 
vertical. Si reflejamos A, B, C y P en la línea horizontal BC. obtenemos N, B, 
C y D; por lo tanto PD es vertical. Por lo tanto, X, P y D son colineales en una 
línea vertical. Supongamos que los triángulos equiláteros en la cuadrícula bá- 
sica tienen lados de 2 unidades de longitud. Luego los puntos L, M, A y X se 
transforman en B, C, N y D mediante una traslación vertical descendente a 
través de una distancia de 2/3. Por lo tanto, hemos demostrado que XD tiene 
una longitud de 2/3, que X, P, D son colineales, y que ZD es perpendicular a 
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BC. De manera similar, YE tiene longitud 23, Y, P, E son colineales, y YE es 
perpendicular a CA; y también ZE tiene longitud 243, Z, P, F son colineales, y 
ZF es perpendicular a AB. Así tenemos el teorema del triángulo de Fermat: 


Si los triángulos equiláteros XFE, YDF, ZED se colocan a los lados de cual- 
quier triángulo DEF, entonces las líneas XD, YE, y ZF son concurrentes (en 
P), son de igual longitud, y están inclinadas una a la otra en ángulos de 60". 


El punto P se llama la punta Fermat del triángulo DEF. El teorema de Na- 
poleón y el teorema de Fermat se encuentran en muchos libros sobre geometría 
de triángulos, pero no siempre se señala que las “Líneas de Fermat” XD, YE 
y ZE son perpendiculares a los lados del triángulo de Napoleón ABC. 


Teorema de Escher 


El hexágono AFBDCE y su revestimiento hexagonal se denomina hexá- 
gono de Haag y azulejo de Haag. Pero la observación de Escher (iii) en su 
cuaderno no fue mencionada por Haag, así que la llamaremos teorema de Es- 
cher, aunque Escher aparentemente no fue capaz de probarlo o de encontrar 
una referencia a una prueba. De hecho, es un resultado conocido en la geome- 
tría del triángulo, en la siguiente forma más usual: 


Si los triángulos equiláteros con los centros A, B, C se erigen a los lados de 
cualquier triángulo DEF como en la Fig. 3, entonces las líneas AD, BE, CF 
son concurrentes. 


El punto de concurrencia se llama el punto de Napoleón de DEF. La con- 
currencia de XD, YE y ZF en el punto Fermat, y de AD, BE y CF en el punto 
Napoleón, son casos especiales de un teorema general que se afirma y prueba 
en [2], También en [2] doy una prueba del teorema de Escher usando el em- 
baldosado de Haag. El teorema principal en la siguiente sección sugiere una 
prueba más del teorema de Escher. 

En la pág. 90 de [3], parece haberse producido una confusión entre los 
teoremas de Napoleón y Fermat. Doris Schattschneider está de acuerdo en que 
la cuarta frase del texto de esa página debe decir “Se puede probar que las 
diagonales del hexágono ADBECTF son concurrentes para cualquier ángulo ele- 
gido en A, B, C; cuando ese ángulo es de 60%, el punto de concurrencia se 
conoce como el punto Fermat del triángulo DEF”. Pero es la concurrencia en 
el punto de Napoleón, que ocurre cuando el ángulo elegido en A, B, C es de 
120%, lo que prueba el teorema de Escher. 
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Un teorema sobre el Centro de Nueve Puntos 


En el cuaderno “motivo abstracto” de Escher, su dibujo 11 muestra cuatro 
azulejos Haag con bordes en cuatro colores [3, p. 87], Doris Schattschneider 
señala que Escher “superpone cuatro copias del mosaico hexagonal” [3, p. 90], 

La situación se muestra en la Fig. 6, y la forma en que se superponen los 
cuatro recubrimientos puede describirse de la siguiente manera. El alicatado 
de la Fig. 3 se transforma en sí mismo por tres traslaciones básicas a través de 
una distancia 243 verticalmente y en las dos direcciones haciendo ángulos de 
60? con la vertical (usando la misma escala de medida que antes). Si traduci- 
mos el recubrimiento en estas mismas direcciones, pero a una distancia V3 so- 
lamente, obtenemos los otros tres recubrimientos en la Fig. 6. (Los hexágonos 
de la Fig. 6 tienen una forma diferente a los de la Fig. 3, pero siguen siendo 
hexágonos de Haag). Lo interesante de este recubrimiento compuesto, que se 
desprende tanto de la Fig. 6 como del dibujo de Escher, es que dentro de cual- 
quier hexágono de cualquiera de los recubrimientos hay tres bordes concurren- 
tes de los otros tres recubrimientos. Probé este hecho en [2] mostrando que 
dentro del particular hexágono AFBDCE, los tres bordes de los otros tres 
azulejos pasan por el centro de nueve puntas del triángulo DEF. (El centro de 
nueve puntos de un triángulo se encuentra a medio camino entre su circunfe- 
rencia y su ortocentro.) 


En su cuaderno, Escher enfatizó la concurrencia de AD, BE y CF y escribió 
a su hijo George para preguntarle si podía probarlo; entonces, ¿por qué Escher 
no comentó sobre las concurrencias igualmente interesantes en la Fig. 6? Hace 
poco se me ocurrió que la explicación de Doris Schattschneider de cómo derivó 
Escher la Fig. 6 puede ser involuntariamente engañosa, a pesar de que tuvo el 
feliz resultado de llevarme al interesante resultado sobre el centro de nueve 
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puntos: quizás Escher no superpuso cuatro copias del mosaico hexagonal ori- 
ginal. En su dibujo del azulejo original [3, p. 90], Escher dibujó las diagonales 
de varios de los hexágonos, e indicó claramente que son concurrentes. Supon- 
gamos que ahora quitamos los bordes de los hexágonos de esta figura, dejando 
sólo las diagonales. En el siguiente párrafo mostraremos que las diagonales 
forman ahora los bordes de cuatro recubrimientos de Haag más grandes, y ya 
sabemos que estos bordes son concurrentes con el teorema de Escher. 

Uno de los azulejos más grandes se muestra en las líneas pesadas de la Fig. 
7, y una comparación con el método de construcción de la Fig. 3 muestra que 
este azulejo más grande es un azulejo Haag basado en una cuadrícula de trián- 
gulos equiláteros del doble del tamaño de la cuadrícula original. Considere las 
traslaciones a través de una distancia 2 V3 verticalmente y en las direcciones 
haciendo ángulos de 60” con la vertical (utilizando la misma escala de medida 
que antes); estas traslaciones transforman el azulejo original y la rejilla pe- 
queña en sí mismas, y transforman el azulejo grande en otros tres grandes azu- 
lejos. Los cuatro grandes alicatados juntos utilizan todas las diagonales de los 
hexágonos originales. Tenga en cuenta que los hexágonos de los azulejos gran- 
des tienen una forma diferente a la de los hexágonos originales. 


Fig. 7. 


Creo que esto es lo que hizo Escher para obtener la Fig. 6, y el tamaño real 
de los ángulos en los hexágonos de Escher parece confirmarlo. 

Supongamos que todavía no tenemos una prueba del teorema de Escher. 
Todavía podemos dibujar las diagonales de los hexágonos en el recubrimiento 
original, luego quitar los bordes, y tendremos cuatro recubrimientos más gran- 
des relacionados entre sí por medio de traducciones de la manera descrita an- 
teriormente. Según mi “teorema del centro de nueve puntos”, cuya prueba no 
depende del teorema de Escher, los bordes de los cuatro recubrimientos más 
grandes son concurrentes de tres en tres. Pero estos bordes son las diagonales 
de los hexágonos originales, por lo que hemos utilizado el “teorema del centro 
de nueve puntos” para dar otra prueba del teorema de Escher. 
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Escher como inspiración 


Se dice que muchos artistas “serios” no están impresionados por el trabajo 
de Escher. Un árbitro, entre sus comentarios sobre un artículo mío, escribió 
una vez: “Sólo tenemos al omnipresente Escher, el artista favorito del mate- 
mático filisteo”. Pero espero que los matemáticos continúen descubriendo y 
estudiando los sorprendentes resultados y problemas matemáticos implícitos 
en el trabajo de Escher. A menudo se refería a su propia incapacidad para en- 
tender algunas de las matemáticas formales utilizadas por otros para “explicar” 
su trabajo, pero su comprensión intuitiva de las ideas geométricas debería ser 
una inspiración para todos nosotros. 
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La mística de la simetría 


Marjorie Senechal 


Patrones ornamentales 


El arte de M.C. Escher presenta muchos mundos que asustan y atraen de 
muchas maneras y por muchas razones. Una fuente de atracción es el atractivo 
universal de los patrones de repetición. Todas las culturas humanas, al menos 
desde el neolítico, han decorado paredes, suelos, techos y textiles con motivos 
ornamentales. Los diseños de Escher se derivan de esta rica herencia, pero sus 
motivos entrelazados son excepcionalmente ingeniosos. El público nunca pa- 
rece cansarse de los carteles, camisetas y otros artículos de Escher, que han 
sido reproducidos ad infinitum (algunos dirían ad nauseam) en innumerables 
monografías, artículos y libros de texto, especialmente en matemáticas y otras 
ciencias. Gracias a Escher, la simetría no sólo es genial, sino que también es 
apasionante. 

Me gustaría echar un poco de agua fría sobre este entusiasmo, para enfriar 
de nuevo la simetría, por así decirlo. Nosotros -al menos nosotros los matemá- 
ticos- hemos ido demasiado lejos. Es cierto que Escher puede ayudarnos a en- 
dulzar las matemáticas, especialmente las matemáticas de la simetría. Así es 
como funciona: primero mostramos a nuestros estudiantes una copia de Es- 
cher, dicen Reptiles (ver página 382). Una vez que están intrigados, nos cen- 
tramos sólo en el patrón de repetición e ignoramos el resto (Fig. 1). El siguiente 
paso es asumir que el patrón está “realmente” destinado a continuar para siem- 
pre, aunque Escher nos ha dado sólo una pequeña parte de él. Es decir, debe- 
mos asumir que la parte del patrón que vemos es una muestra, como una mues- 
tra de papel tapiz, que debe repetirse una y otra vez para llenar todo el espacio. 
El término matemático para “muestra” es “región fundamental”, y el patrón en 
su conjunto es la “órbita” de esa región. Dada la región y la forma en que se 
encajan las copias de la región para construir la órbita, los estudiantes pueden 
descubrir fácilmente las simetrías de traslación del patrón y otras simetrías. 
Pronto están investigando felizmente las matemáticas superiores [14]. 
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Fig. 1. El patrón de repetición en 
Reptiles, el dibujo de simetría de 
Escher 25 


No hay nada malo en ello, por supuesto, pero ¿por qué nosotros —sus pro- 
fesores— estamos tan obsesionados con la simetría? Nuestra fijación nos ciega 
a la disimetría que, espero mostrar, es igual de rica matemáticamente, y pre- 
senta nuevos y excitantes desafíos. 

El matemático y físico Hermann Weyl estaba muy interesado en la sime- 
tría, y pensó que los patrones de la antigiiedad proporcionan un vínculo con 
nuestro pasado matemático. Weyl parece haber asumido que los antiguos en- 
tendieron, en cierto sentido, el concepto de un grupo de simetría y el hecho de 
que el número de tales grupos, para los patrones de repetición bidimensional, 
es limitado (el número exacto es diecisiete): “Los ejemplos de los 17 grupos 
de simetría se encuentran entre los patrones decorativos de la antigiedad, en 
particular entre los ornamentos egipcios. Difícilmente se puede sobrestimar la 
profundidad de la imaginación geométrica y la inventiva reflejada en estos pa- 
trones. Su construcción está lejos de ser matemáticamente trivial. El arte del 
ornamento contiene en forma implícita la pieza más antigua de matemáticas 
superiores que conocemos”. [18, p. 103] 

Esta declaración me pareció fascinante cuando la leí por primera vez hace 
años, y me ha estimulado a pensar y a practicar el papel de las matemáticas en 
una universidad de artes liberales. Pero con el paso de los años, me he vuelto 
cada vez más escéptico tanto de la declaración como de la importancia de la 
simetría. La simetría es un diálogo entre las partes y el todo. En la naturaleza, 
al menos, las partes parecen ser tan importantes como el todo; ninguna de ellas 
es sólo una aproximación a la otra. Si nos tomamos en serio la comprensión de 
la simetría, y si realmente queremos entender el papel de las matemáticas en 
las ciencias, y también en las artes, entonces en lugar de saltar sobre la simetría 
como trampolín a la abstracción, tenemos que intentar entender cómo llegaron 
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a existir las partes, y por qué y en qué sentido generan el todo que creemos que 
vemos. 

Es demasiado tentador identificar una región fundamental y su órbita bajo 
algún grupo de movimientos y pensar que entendemos el patrón. Por supuesto, 
en algunos casos es la mejor manera de proceder para un matemático. Por 
ejemplo, la enumeración por Federov y Schoenflies, hace más de un siglo, de 
los 230 grupos tridimensionales tuvo lugar en el contexto de las batallas cien- 
tíficas que se estaban librando sobre la estructura de los cristales en ese mo- 
mento. Uno no puede evitar simpatizar con Schoenflies, un matemático, 
cuando declaró que, “Dentro del dominio fundamental, el cristalógrafo puede 
hacer lo que quiera”. 

Por otra parte, hasta el día de hoy nadie ha sido capaz de demostrar, me- 
diante la mecánica estadística u otros métodos, que las moléculas de los cris- 
tales “quieren” organizarse de forma periódica. En algunos casos no lo hacen: 
esto se ha entendido desde los años 70, y especialmente desde el descubri- 
miento de los cuasicristales en 1984. Para estos cristales, no hay ningún domi- 
nio fundamental. 

Y de hecho, la admiración de Weyl por los antiguos puede haber estado 
muy lejos de la realidad. Al igual que las naciones, las profesiones modifican 
su pasado para adaptarse a sus necesidades actuales. Hay que tener cuidado de 
no jugar el papel del historiador francés Jules Michelet que, como explica Be- 
nedict Anderson en Imagined Communities [1, p. 198], “no sólo afirmaba ha- 
blar en nombre de un gran número de muertos anónimos, sino que insistía, con 
una autoridad conmovedora, en que podía decir lo que ellos “realmente” signi- 
ficaban y “realmente querían, porque ellos mismos “no entendían” .” 

¡Debemos tener cuidado incluso con Escher! Es verdad, como Doris 
Schattschneider ha demostrado tan hermosamente en Visions of Symmetry 
[13], que Escher desarrolló cuidadosa y completamente su propio sistema de 
clasificación para infinitos patrones de repetición. Pero de hecho, excepto 
cuando se lo piden los amigos científicos, incrustó muestras de estos patrones 
en otros mundos. Los usó como medio para otros fines. 


Patrones ornamentales egipcios 


Podemos encontrar matemáticas en antiguos patrones ornamentales, pero 
eso no significa que sus creadores las hayan puesto ahí. Echemos un vistazo 
más de cerca a esas tumbas egipcias (Fig. 2). No eran lugares muy tranquilos: 
cada centímetro de paredes y techos está decorado. Las pinturas en las paredes 
representan la vida cotidiana; esto es lo que normalmente se entiende por “arte 
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egipcio”. Los motivos que nos interesan nunca fueron pintados en las paredes, 
sólo en los techos. ¿Por qué los egipcios los pusieron allí? 


No sólo estaban en los techos, sino que a menudo se yuxtaponían patrones 
muy diferentes (Fig. 3). ¿Por qué? ¿Por qué no decoraron los techos con un 


solo patrón? ¿Intentaron los artistas que el techo fuera un muestrario de la in- 
vención geométrica? 


E 
e Fig. 3. Techo de tumba con 
¿3% multipatrones, de Prehistoric 
Textiles 
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Hace aproximadamente un año, me encontré con una discusión fascinante 
de esos patrones de techo en un lugar sorprendente, un tomo autorizado lla- 
mado Prehistoric Textiles [2], Su autora, Elizabeth Barber, no es matemática 
y cuando escribió el libro no se dio cuenta de que las matemáticas pueden ser 
leídas en estos diseños. Barber es profesor de lingiiística y arqueología en el 
Pomona College de California, y utiliza ambas herramientas para estudiar la 
producción y difusión de textiles en la prehistoria. Ella está particularmente 
interesada en los techos egipcios porque nos dicen mucho sobre los antiguos 
patrones de comercio. Dice Barber: “Empecemos por investigar la naturaleza 
del tratamiento egipcio de los techos en general.... Muestran el cielo, con o sin 
estrellas...; o pájaros volando, como si se asustaran de un matorral pantanoso...; 
o un cenador de uvas, visto como si se viera directamente desde abajo...; o un 
repetitivo diseño policromado enmarcado por tiras arquitectónicas pintadas de 
amarillo para imitar a la madera...”. Ella entonces nota que muchos de estos 
patrones repetitivos son patrones comunes en las esteras egipcias, y pregunta, 


¿Por qué patrones de esteras en el techo, entonces? Una de las razones es 
que a menudo se colocaban alfombras en los postes de las vigas de las casas, 
para evitar que el barro del techo se derrumbara sobre los ocupantes. En 
estos casos, cuando se mira hacia arriba, se ven esteras... Otra fuente común 
de esteras en la parte superior era el pabellón al aire libre erigido para pro- 
porcionar sombra del sol tropical caliente. Vemos tales pabellones, con cu- 
biertas de alfombras a cuadros sobre una estructura plana o ligeramente 
inclinada de vigas de madera amarilla, tanto en tierra como en los barcos... 
[2, p. 341] 


¿Puede ser que “la pieza más antigua de las matemáticas superiores que 
nos ha llegado” sea sólo una colección de alfombras cuidadosamente copiadas? 
Barber argumenta a favor de esta conclusión examinando los bordes que ro- 
dean algunos de los diseños bidimensionales (Fig. 4). Los patrones fronterizos, 
señala, se usaban como encabezados para los patrones bidimensionales que los 
minoicos tejían en telares con trama de urdimbre. Y aquí vemos algo bastante 
notable: ¡el patrón del borde cambia aunque el diseño que rodea no lo hace! 
¿Por qué un artista haría eso? Si fuera una artista textil, tal cambio sería “...el 
feliz resultado del aburrimiento que interactúa con la técnica particular del te- 
jido; pero en la pintura uno no está limitado por lo que la urdimbre hará, ni el 
trabajo progresa tan lentamente. Entonces, ¿por qué ese cambio en particular?” 
Si la economía del pensamiento es la guía más segura de la verdad, entonces 
debemos estar de acuerdo en que es posible que los pintores simplemente co- 
piaron la estera y tejieron los patrones en el techo. 
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A Fig. 4. Patrón con ribete, de 
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¿Podemos rescatar a Weyl argumentando que las propias esteras ilustran 
la experimentación matemática? No, en realidad no. Las esteras cubren áreas 
pequeñas, y los diseños en ellas están pensados para esas áreas, no para las que 
no tienen límites. Y, como Washburn y Crowe han argumentado en su fasci- 
nante libro Symmetries of Culture [17], las culturas tradicionales tienden a ser 
muy conservadoras con respecto a la simetría de sus artefactos. Pueden expe- 
rimentar un poco con los motivos, pero con la simetría, perpetúan la tradición. 

Si Barber tiene razón, entonces debemos considerar la posibilidad de que 
los antiguos egipcios tuvieran una estética muy diferente a la nuestra, una con- 
cepción diferente de cubrir un techo: no un patrón de simetría, sino uno obte- 
nido yuxtaponiendo varios diseños delimitados. 


Fig. 5. Panal im- 
perfecto, de Ani- 
mal Architecture 


El comentario de Weyl no nos dice nada sobre las matemáticas, pero sí nos 
dice algo sobre nosotros mismos. Nos recuerda lo fascinados que estamos to- 
dos con la simetría (incluso los diseñadores de alfombras). De hecho, tenemos 
lo que parece ser un sentido innato del orden que nos ayuda a navegar en este 
mundo confuso. El historiador del arte E.H. Gombrich ha escrito un libro rica- 
mente detallado, The Sense of Order [9], sobre las formas en que esta propen- 
sión se expresa en el arte. Se expresa también en matemáticas, y lo ha hecho 
desde la antigiiedad, como atestigua la fascinación eterna por los sólidos regu- 
lares. Probablemente no es casual que la simetría nos resulte estéticamente sa- 
tisfactoria y la asimetría perturbadora. En la época medieval, la monstruosidad 
se consideraba a veces como una asimetría bruta. Pero precisamente porque 
tenemos un sentido del orden, somos propensos a buscar la regularidad, y a 
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veces a encontrarla donde no existe. ¡Cuántas personas, no sólo matemáticos, 
sino también el autor de los libros de los que se tomó la Fig. 5 [7], se han 
entusiasmado con los perfectos panales hexagonales de las abejas! 


Trastorno: La nueva frontera 


Nuestra búsqueda de simetría también tiene el desafortunado efecto secun- 
dario de perpetuar la vieja dicotomía entre orden y desorden, donde esos esta- 
dos se distinguen por la presencia o ausencia de simetría traslacional y se de- 
nominan, respectivamente, periódicos y no periódicos. Esta dicotomía es ob- 
soleta; las funciones casi periódicas, la mecánica estadística, el caos, los frac- 
tales, los sistemas dinámicos y muchos otros campos de las matemáticas nos 
enseñan que el mundo del “desorden” es de hecho maravillosamente diverso. 

Sigamos una línea muy antigua de pensamiento matemático para descubrir 
la rica variedad que emerge si estamos dispuestos a cruzar la frontera entre la 
periodicidad y la no periodicidad. Empezamos con los problemas de disección 
geométrica, que son tan antiguos como el mosaico. Hay muchos problemas de 
disección, por supuesto, pero en general toman la forma: ¿si una forma dada 
puede subdividirse en un número finito de otras formas de una forma o formas 
dadas, y de qué manera? Por ejemplo, la pregunta clásica, cuya respuesta es 
afirmativa en dos dimensiones y negativa en tres, es si se puede cortar cual- 
quier forma poligonal (poliédrica) en un número finito de polígonos (polie- 
dros) y reorganizarla para formar cualquier otra forma poligonal (poliédrica) 
de la misma área (volumen). ¿Fue realmente sólo en los años sesenta cuando 
se pensó en exigir que las formas se diseccionaran en un número finito de co- 
pias más pequeñas de sí mismas? Golomb [8] dobló polígonos con esta pro- 
piedad “rep-tiles”. ?! (Fig. 6) 


A 
- 
= E 1 a se . AN 
| y IN / N N Fig. 6. La “silla” y los rep- 
LJ] 


/[  —, a 
/ pd y Ñ tiles “esfinge” 


Los rep-tiles pueden generar infinitos patrones no periódicos. Comenza- 
mos con un azulejo y luego lo dividimos en copias más pequeñas de sí mismo. 


21 tiles en inglés es baldosa, mosaico; y rep por repetición. 


— 52 — 


A continuación, aumentamos los azulejos pequeños al tamaño de los originales 
y los subdividimos en copias de sí mismos, exactamente de la misma manera 
que antes. Repitiendo estos dos pasos ad infinitum obtenemos, en el límite, un 
recubrimiento infinito del plano. Este recubrimiento contiene en sí mismo re- 
cubrimientos sobre una infinidad de escalas computables (Fig. 7). Es fácil de- 
mostrar que si estos pasos se pueden trazar sin ambigiedades, es decir, si en 
cada nivel sólo hay una forma de reagrupar las baldosas de ese nivel en las 
baldosas del siguiente nivel superior, entonces el recubrimiento es no perió- 
dico. 


Aca 


Fig. 7. Primeros pasos para generar el revestimiento de la silla 


De esta forma se pueden generar todos los diferentes recubrimientos Pen- 
rose, aunque en este caso hay más de una forma de baldosa. La figura 8a mues- 
tra la transformación de los dos rombos de Penrose, en los que primero se rea- 
liza la disección y luego el “pegado”. Es decir, en el proceso iterativo de gene- 
ración de un recubrimiento de Penrose (Fig. 8b), partes de los interiores dise- 
cados de los rombos adyacentes se pegan entre sí para completar los rombos 
más pequeños. 

Un proceso similar generará el llamado “mosaico binario” (Fig. 9), cuyos 
prototipos son los dos rombos de Penrose, pero cuya regla de descomposición 
es muy diferente. Las propiedades de este recubrimiento aún no se conocen 
bien. El embaldosado de molinete aparentemente sencillo (Fig. 10), cuyas bal- 
dosas se producen en infinitas orientaciones, también se genera por disecciones 
iterativas. Todos estos recubrimientos —silla, Penrose, binario y molinete— 
son no periódicos, pero al mismo tiempo no son “desordenados” y ciertamente 
no son aleatorios. Sobre todo, son muy diferentes entre sí [15]. 
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Fig. 8. (a) La disección de los rombos de Penrose; (b) los primeros pasos para generar 
un recubrimiento de Penrose. En el proceso iterativo de generación de un recubrimiento 
Penrose, partes de los interiores disecados de los rombos adyacentes se pegan para com- 
pletar los rombos más pequeños. 
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Fig. 9. Parte de un recubri- 
miento “binario” 
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Fig. 10. Parte de un recubri- 
miento de “molinillo” 
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La respuesta instintiva del matemático al fenómeno de los recubrimientos 
no periódicos es tratar de ampliar nuestro concepto de simetría. Hemos estado 
haciendo esto durante mucho tiempo; es la historia misma de la cristalografía 
matemática. Como Barlow y Miers señalaron en 1900 [3], “La historia de su 
desarrollo... es la historia de un intento de expresar geométricamente las pro- 
piedades físicas de los cristales, y en cada etapa del proceso una apelación a 
sus propiedades morfológicas conocidas ha llevado al geómetra a ampliar el 
alcance de su investigación [sic] y a ampliar su definición de homogeneidad”. 
Los conceptos más amplios de simetría que se han propuesto para los recubri- 
mientos cerámicos no periódicos incluyen, pero no se limitan a: 


e  autosimilaridad (que poseen todos los azulejos que he mostrado aquí, pero 
que muchos azulejos interesantes no poseen), 

e la simetría del espectro de difracción (que consideraremos brevemente), 

e la simetría de los llamados módulos de traducción de los recubrimientos 
(de los que no hablaremos), y 

e varias combinaciones de las anteriores. 


¿Pero por qué insistir en la simetría? “Ahora todos somos amorfólogos”, 
me dijo un físico hace una década. Quiso decir que el problema interesante es 
caracterizar los estados que antes se agrupaban en la categoría de “amorfos”. 
Pero, ¿cómo podemos hacerlo? 

Hay muchos enfoques a esta cuestión; indicaré una dirección general que 
me parece especialmente interesante. En lugar de azulejos y patrones, consi- 
deremos los conjuntos de puntos discretos: podemos asociar muchos de estos 
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conjuntos con cualquier azulejo o patrón, por ejemplo, el conjunto de vértices 
de un azulejo (Fig. 11). 


o > 


Fig. 11. Parte de un azulejo de Penrose y su conjunto de vértices. El juego de vértices es 
un juego de Delaunay 


El concepto básico que necesitamos es el de los sets Delaunay, llamados 
(r, R)-sistemas por B.N. Delaunay y sus colegas de Moscú, que los introduje- 
ron en la década de 1930. 


Definición. Un conjunto Delaunay en un espacio n-dimensional eucli- 
diano es un conjunto de puntos A con dos propiedades: (i) Discreción: hay 
una tr > 0 tal que cualquier bola abierta de radio r contiene como máximo un 
punto de A, y (ii) Homogeneidad: hay una R > 0 tal que cualquier bola ce- 
rrada de radio R contiene al menos un punto de A. 


Tenga en cuenta que el conjunto de vértices de un azulejo (con baldosas 
de tamaño uniforme) es un conjunto de Delaunay. En la Fig. 11, el parámetro 
res la diagonal corta de un rombo delgado, mientras que el parámetro R es el 
centro de un círculo definido por tres vértices de un rombo grueso. 

El amplio programa de investigación que involucró a Delaunay y sus co- 
legas durante más de medio siglo incluyó la búsqueda de las condiciones mí- 
nimas, además de (1) y (11) anteriores, que asegurarían que un conjunto Delau- 
nay sea una órbita de un grupo de simetría. El punto culminante de esta inves- 
tigación fue la prueba, en 1976, del “teorema local”, que afirma que la regula- 
ridad global es una consecuencia de la regularidad local [4], 

Que [x — y] sea el segmento de línea que une x e y. Definimos la estrella 
global de x € A como el conjunto de segmentos de línea que unen x con todos 
los demás puntos de A: 


STAG0) = flx — yl, VyEA 


La estrella delimitada o local (Fig. 12), o estrella p, de x € A se construye 
como una estrella global, excepto que sólo trazamos segmentos de línea a 
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aquellos puntos de A que se encuentran dentro de una bola B(x, p) alrededor 
de x del radio p: 


STAG0p)=(lx=y],  Wy ESTACON B(x, p)) 


Fig. 12. Una estrella local en un juego de 
gee vértices de Penrose 


Fig. 13. Revestimientos periódicos y no periódicos con más de una clase de estrellas de 
vértice 

Los conjuntos de vértices de recubrimientos periódicos y no periódicos (y 
otros conjuntos de puntos) pueden tener más de una clase de congruencia de 
estrellas locales para algunas p. (Fig. 13) Tenemos Na(p) = |STA(x, p)] como la 
función que cuenta el número de clases congruentes de estrellas p. 

Se puede probar [4] que 
Teorema. Un conjunto A de Delaunay no es periódico si y sólo si Na(p) es 
ilimitado ya que p tiende al infinito. 

Pero como hemos visto, hay varios tipos de no periodicidad. Una manera 
de estudiarlos puede ser considerar el comportamiento de Na(p) (que asumi- 
mos que es finito para cada valor finito de p). Aún no sabemos para qué tipos 
de puntos la función aumenta linealmente, o tiene crecimiento polinómico, o 
exponencial; es un problema difícil, pero esta línea de investigación parece ser 
prometedora. 

Llamemos al conjunto de puntos obtenido superponiendo todas las estre- 
llas globales de un conjunto de Delaunay A a su conjunto de diferencias, lo 
denotaremos por A— A. Eso es, 


A-As ([x-y],x y € A) 
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Fig. 14. A y A— A para tres embaldosados. Arriba: (Parte de) un azulejo de Penrose. 
Medio: El mosaico binario. Abajo: Un mosaico de silla. Se han omitido los segmentos 
de línea 


En la Fig. 14 vemos que la diferencia establecida para un azulejo Penrose 
es discreta. Este no es el caso del conjunto de vértices de un mosaico binario, 
que (eventualmente) se vuelve denso. Por otro lado, el conjunto de vértices de 
una silla es una rejilla. Esto sugiere que el grado de superposición de las estre- 
llas de un conjunto de Delaunay puede ser una caracterización útil del tras- 
torno. 

Siguiendo a Lagarias [10], [11] y Moody [12], podríamos considerar una 
jerarquía de requisitos cada vez más estrictos: 

(a) A— A no es ni finitamente generado ni discreto. 

(b) A— A es generado finitamente, pero no es discreto. 
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(c) A— A es Delaunay; equivalentemente, A— F2 A-— A, donde F es un 
conjunto finito. 

dA-A=A+F 

e) A-A-A=A. 

El conjunto de vértices del recubrimiento de molinete es un conjunto de 
Delaunay de tipo (a); el conjunto de vértices del recubrimiento binario parece 
ser de tipo (b), los vértices de los recubrimientos Penrose son de tipo (c) o (d); 
el conjunto de vértices del recubrimiento de la silla es de tipo (d), y algunos 
conjuntos periódicos son de tipo (d), mientras que otros son de tipo (e). 

A — A es sin duda la clave para entender el espectro de difracción de A, 
que es otro enfoque importante para caracterizar el orden. El espectro es, esen- 
cialmente, la transformada de Fourier de A — A, pero se tiene en cuenta el 
hecho de que algunos puntos están ponderados (es decir, se superponen). Esta 
transformación es una medida, y hay maneras bien conocidas de clasificar las 
medidas. No podemos entrar en detalles aquí, pero estos patrones de difracción 
muestran claramente grados crecientes de orden (15). 

Uno de los problemas abiertos más interesantes y difíciles de la amorfolo- 
gía matemática es la relación precisa entre NA(p), A— A, y el espectro de di- 
fracción de A. De manera más general, la comprensión de la relación entre lo 
local y lo global, las partes y el todo, es tan profunda y tan importante como 
los esfuerzos de los físicos por unificar la mecánica cuántica y la teoría gravi- 
tacional. La simetría es sólo nuestro caso más fácil, la teoría de grupos es sólo 
nuestra herramienta más simple. 


Matemáticas modernas, postmodernas y post-posmodernas. 


Lo que estamos haciendo aquí es nada menos que el eterno diálogo entre 
lo continuo y lo discreto, una conversación que podemos remontarnos a los 
antiguos filósofos griegos. preguntó el poeta del siglo XVI, Sir John Davies, 


O si todo esto, que vemos a nuestro alrededor, 

Como ocioso Morfeo, algunos cerebros enfermos han enseñado, 
De motas individuales compactadas, 

¿Cómo se forjó esta buena arquitectura? 

¿0 por qué medios fueron reunidos? 

Se equivocan al decir que concurrieron por casualidad: 

El amor los hizo reunirse en un baile bien ordenado! 

— de Orchestra, o un poema sobre baile, Sir John Davies, 1569-1626 
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La conversación continúa hoy. En la víspera de 1998, el New York Times 
publicó una lista de algunas de las preguntas cósmicas que los investigadores 
y estadistas dicen que se están haciendo a sí mismos. La lista incluida: 

¿Será la “teoría del todo” una teoría de principios, no de partículas? ¿In- 
vocará el orden desde arriba, no desde abajo? —Kenneth Ford, Director Re- 
tirado, Instituto Americano de Física 

Fundamentalmente, ¿es el flujo del tiempo algo real, o puede ser que nues- 
tro sentido del tiempo que pasa sea sólo una ilusión que oculta el hecho de 
que lo real es sólo una vasta colección de momentos? —Lee Smolin, físico, 
Penn State University. 

No he dicho nada aquí sobre la simetría de las leyes naturales. Un buen 
punto de partida sería el reciente libro de Smolin, The Life of the Cosmos [16], 
que argumenta que esas leyes naturales pueden ser contingentes. También re- 
comiendo otro nuevo libro, The First Moderns [6], que es un esfuerzo de su 
autor, William Everdell, para entender qué era el “modernismo”, antes de que 
vayamos más allá del “posmodernismo”. 

Everdell argumenta que el “modernismo” fue, en esencia, un alejamiento 
de la visión del siglo XIX de que el mundo es fundamentalmente continuo 
hacia la visión de que el mundo es fundamentalmente discreto. Encuentra in- 
trigante que los matemáticos, científicos, artistas, músicos y escritores de cuya 
obra habla —Picasso, Strindberg, Schoenberg, Cantor, Dedekind, Russell, 
Boltzmanmn, Einstein, Joyce, de Vries y muchos otros— hayan llegado a la con- 
clusión, aproximadamente al mismo tiempo, de que lo discreto se aproxima a 
lo continuo, de la misma manera que el bosque está compuesto de árboles. Era 
el Zeitgeist, el espíritu de la época. La simetría encaja muy bien en el para- 
digma modernista. Pero ahora los tiempos son “postmodernos”. 

Por supuesto, muchos creen, como declaró recientemente el filósofo Ri- 
chard Rorty, que el posmodernismo es sólo una palabra que enmascara una 
idea: que el Emperador no tiene ropa. No estoy seguro de estar de acuerdo. Los 
postmodernistas culturales parecen no haberse dado cuenta, pero podemos dis- 
cernir una idea allí. Si el modernismo era la noción de que los conjuntos están 
de hecho compuestos de partes, entonces el posmodernismo llevó las cosas un 
paso más allá y negó la realidad de cualquier conjunto. Los conjuntos eran 
artefactos de nuestra propia fabricación, dijeron, producto de nuestra imagina- 
ción colectiva, y trataron de deconstruir esos artefactos. El péndulo ha vuelto 
a Demócrito, los átomos y el vacío. 

Pero así como la historia no terminó con la guerra fría, el diálogo entre lo 
continuo y lo discreto no termina con el posmodernismo. En matemáticas 
como en arte, en física como en lenguaje, en música como en biología, encon- 
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tramos una vez más que lo discreto y lo continuo están misteriosamente entre- 
lazados. Si podemos ir más allá de la mística de la simetría, podemos empezar 
-utilizando una metáfora textil- a desentrañarlas. 
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Teselaciones similares a las de Escher en modelos Co 
esféricos y) 


Valentín E. Vulihman 


Todo el mundo ha jugado con un caleidoscopio en el que unas cuantas 
piedras de colores se reflejan a través de los bordes espejados de un triángulo 
equilátero para crear atractivos adornos en el plano. La superficie de una esfera 
también tiene triángulos con la misma propiedad - los reflejos a través de los 
bordes espejados de estos triángulos cubren toda la esfera. Estos triángulos 
esféricos especiales se denominan triángulos Moebius. Durante su vida, M.C. 
Escher produjo muchos dibujos interesantes de ornamentos planares (tesela- 
dos) y también esculpió la superficie de algunas bolas de madera con diseños 
entrelazados que se repiten por reflexión o rotación según la simetría de un 
octaedro, tetraedro o dodecaedro. 

Inspirado por Escher, decidí trasladar algunos de sus conocidos ornamen- 
tos planares a la superficie de una esfera, pero no tallando una bola como él. 
Más bien, desarrollé un programa de computadora que permite dibujar imáge- 
nes en triángulos Moebius y luego hacer que el programa multiplique automá- 
ticamente esas imágenes para cubrir la superficie de una esfera, de acuerdo con 
la simetría especificada. 

Para crear un programa de este tipo, primero era necesario introducir una 
imagen en un triángulo de Moebius. La pantalla de la computadora es un plano, 
no una esfera. Entonces, ¿qué área plana puede servir en la pantalla como un 
triángulo de Moebius? Resulta que una proyección de un triángulo de Moebius 
sobre un cilindro circunscrito alrededor de la esfera encaja muy bien después 
de desenrollar el cilindro. Los cilindros, redondos o elípticos, son excelentes 
superficies para el modelado porque pueden desenrollarse a un rectángulo 
plano y sus puntos pueden almacenarse en la memoria del ordenador como 
matrices bidimensionales. Así que esta técnica nos permite hacer un dibujo 
sobre un modelo plano de un triángulo de Moebius en la pantalla del ordena- 
dor. 

Para producir el patrón de relleno de la superficie, se debe dibujar toda la 
esfera en la pantalla. De nuevo la superficie del cilindro parece útil. Para ilus- 
trar la técnica, consideremos un patrón con simetría dodecaédrica. Utilizando 
la simetría de un único pentágono esférico centrado en el “polo norte”, toda la 
superficie esférica puede dividirse en diez digones lunares que se extienden de 
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norte a sur, como secciones de una naranja. Los bordes de los digones son 
planos espejo para el dodecaedro. Cada digón consiste en exactamente doce 
triángulos de Moebius y sólo hay dos digones diferentes (adyacentes), por lo 
que toda la superficie de la esfera se puede construir repitiendo estos dos digo- 
nes básicos cinco veces. La figura 1 muestra una superficie esférica dividida 
en los triángulos Moebius de un dodecaedro; un par de digones adyacentes 
están delimitados por líneas gruesas. Un triángulo de Moebius ha sido som- 
breado; en realidad se pueden contar doce de estos triángulos en el digón en el 
que se encuentran los vértices del triángulo sombreado. 

Hacemos dos proyecciones de estos digones sobre un cilindro circunscrito 
alrededor de la esfera. Entonces la imagen de pantalla completa de la esfera 
puede ser creada por transformaciones comparativamente simples de estos dos 
digones planares en copias de ellos como digones esféricos vistos en la panta- 
lla. Aunque esta imagen de la esfera es áspera, resultó ser lo suficientemente 
buena para ser percibida por el ojo como una esfera. Este método es muy rá- 
pido, y da la oportunidad de rotar la esfera en la pantalla del ordenador después 
de una acumulación de varias docenas de imágenes en diferentes ángulos. Hoy 
en día, con el aumento sustancial de la velocidad de los ordenadores, existe la 
posibilidad de simular un caleidoscopio esférico real en el que un ornamento 
está cambiando en la esfera giratoria como la imagen cambiante producida por 
la rotación de un caleidoscopio ordinario (planar). La figura 2 muestra la ima- 
gen en pantalla de una esfera tal y como aparecerá con un patrón en ella. 


Fig. 1. Una esfera con su superficie di-— Fig. 2. Una vista de la pantalla de la 

vidida en los triángulos Moebius de un computadora de la superficie de una es- 

dodecaedro. fera tal como aparecerá con un patrón de 
repetición 


Pensé que ya que es posible dibujar la esfera en la pantalla de la compu- 
tadora, ¿por qué no imprimir los patrones en digones para poder cortar y pegar 
los modelos de papel de las esferas con patrones? Como ya hemos creado los 
digones planares que se pueden rellenar con un diseño repetitivo, se pueden 
imprimir diez de ellos en papel grueso, recortarlos y pegarlos. En una situación 
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perfectamente lisa, deben encajar perfectamente entre sí y crear un modelo de 
la esfera. Desafortunadamente estos digones planares producen un modelo que 
es una ligera desviación de una esfera real, probablemente porque el modelo 
circunscribe la esfera. Se puede lograr un mejor modelo si creamos una pro- 
yección de los digones esféricos sobre un cilindro elíptico que atraviesa los 
bordes del digón esférico. En este caso, el modelo producido se inscribe en la 
esfera. Sin embargo, el cálculo de estas proyecciones es mucho más compli- 
cado. 

El programa también debe hacer otros cálculos. Para dibujar formas geo- 
métricas precisas que se repiten de forma regular por el ordenador, es necesario 
tener algún tipo de coordenadas del “lápiz de dibujo”. Durante la introducción 
de una imagen en un triángulo Moebius, el programa calcula y muestra las 
distancias desde el lápiz a los vértices y a los bordes del triángulo Moebius. 
Utilizando estas coordenadas, logré transferir a la esfera varios de los orna- 
mentos de M.C. Escher, así como otros famosos ornamentos planares. 

En la Fig. 3 se ve un par básico impreso de digones estampados; cinco de 
estos pares se juntan en una esfera cubierta de mariposas. Observe los dientes 
a lo largo de los bordes de los digones; estos se entrelazan con los de un digón 
adyacente, muy parecido a una cremallera. 

Cuando estos dientes están pegados (en la parte inferior del panel adya- 
cente), el modelo se ve redondo y es bastante rígido. Este modelo particular 
tiene la simetría de rotación de un dodecaedro. 

Como puede ver en la Fig. 3, la salida del ordenador sólo produce un con- 
torno del patrón en papel blanco. Un reto interesante es colorear el contorno 
de una manera que sea compatible con la simetría del patrón en la esfera en- 
samblada. Esta consideración de la simetría del color influye tanto en el nú- 
mero de colores que se utilizan como en la colocación de los colores. Todos 
los modelos que he producido los he coloreado con esta consideración de si- 
metría en mente. 


Fig. 3. El par de digones estam- 
pados que, repetidos cinco veces, 
forman la esfera con mariposas 
(foto abajo, izquierda). 
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Las fotos muestran imágenes de modelos ensamblados de la esfera cubierta 
por mis versiones de los adornos de Escher: peces, anillos entrelazados, hom- 
bres, reptiles, rejas hexagonales y flores. Cada modelo tiene el tamaño aproxi- 
mado de un pomelo. Mientras que varios de los modelos tienen la simetría de 
rotación de un dodecaedro como se describió anteriormente, algunos tienen la 
simetría de rotación de un tetraedro u octaedro. En estos casos, los digones se 
determinan por los planos espejo de estos otros poliedros esféricos, por lo que 
no habrá diez digones para formar la esfera, sino un número diferente determi- 
nado por la simetría del poliedro y el patrón. Por ejemplo, se utilizan 12 digo- 
nes para hacer la esfera con el patrón de los hombres, ya que la esfera con 
patrón tiene simetría de rotación tetraédrica y cierta simetría de reflexión tam- 
bién. 

Las referencias proporcionan detalles matemáticos adicionales sobre las 
simetrías de los poliedros esféricos, los recubrimientos en la superficie de las 
esferas, la construcción de modelos esféricos a partir de secciones basadas en 
triángulos de Moebius y el recubrimiento de poliedros con diseños de Escher. 
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multidimensionales. Desarrolló un análisis de alto nivel de estructuras propor- 
cionadas por la geometría de dimensiones superiores. Su obra explora el lle- 
nado de planos y espacios con pequeños elementos organizativos geométricos, 
formaciones continuas y la interconexión cuasi-arquitectónica de unidades de 
tipo cristalino en estructuras imposibles. Dirección Rózsa u. 46, Budapest VI, 
H-1064, Hungría. 


— 542 — 


Robert Fathauer es investigador a tiempo parcial en el Jet Propulsion La- 
boratory y profesor adjunto en el Departamento de Ingeniería Eléctrica de la 
Universidad Estatal de Arizona. Su especialidad son los materiales y disposi- 
tivos electrónicos y micromecánicos. También es dueño de Tessellations, un 
negocio que produce rompecabezas y otros productos que combinan arte y ma- 
temáticas; su tienda en línea es mathartfun.com. También produce impresiones 
artísticas basadas en recubrimientos fractales y/o Escheresque. Dirección 3913 
E. Bronco Trail, Phoenix, AZ 85044, USA. 


Helaman Ferguson se mudó recientemente a un estudio más grande 
donde está realizando su sueño de toda la vida de tallar teoremas matemáticos 
en los bloques de granito más duros que pueda conseguir. Los proyectos ac- 
tuales incluyen una fuente de 57 toneladas y 16 pies de altura para el centro de 
un pequeño lago y la talla de una forma de curvatura gaussiana negativa a partir 
de un solo bloque de granito negro de 24 toneladas y 8 pies de altura. Ferguson 
talla la piedra por sustracción — quizás no es casualidad que su trabajo mate- 
mático también incluya la substracción. Un algoritmo de matriz entera sustrac- 
tiva, GL(n,Z), para encontrar relaciones enteras, publicado por primera vez en 
1979 por Ferguson y Rodney Forcade, fue nombrado uno de los diez mejores 
algoritmos del siglo. Dirección 10512 Pilla Terra Court, Laurel, Maryland, Es- 
tados Unidos. 


Istvan Hargittai es profesor de Química de la Universidad Tecnológica 
de Budapest. Miembro de la Academia Húngara de Ciencias, de la Academia 
Noruega de Ciencias y de la Academia Europaea, ha realizado investigaciones 
sobre estructuras moleculares y ha dado conferencias en 30 países. Sus libros 
incluyen la serie de conversaciones de Ciencia Oculta con científicos famosos, 
Imperial College Press, Londres, The Road to Stockholm: Nobel Prizes, Sci- 
ence, and Scientists, Oxford University Press, y con M. Hargittai, Symmetry 
through the Eyes of a Chemist, Plenum, Symmetry: A Unifying Concept, Shel- 
ter Publ., and [n Our Own Image: Symmetry in Discovery, Kluwer. Dirección 
Universidad Tecnológica de Budapest, H-1521 Budapest, Hungría. 


Douglas Hofstadter es profesor de la Facultad de Artes y Ciencias de la 
Universidad de Indiana en Bloomington. Explora los mecanismos fundamen- 
tales del pensamiento humano diseñando y construyendo modelos informáti- 
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ciones. Desde 1998, ha estado trabajando con el matemático Simon Morgan 
en proyectos que combinan matemáticas, arte y educación. Dirección 308 che- 
min du Tour, lie bigras, Laval, Quebec, Canada, H7Y 1H2. 


Vladimir Koptsik (nacido en 1924) es doctor en ciencias y profesor emé- 
rito de la Universidad Estatal de Moscú. Su principal área de interés es la si- 
metría generalizada y sus aplicaciones en ciencias naturales y estudios artísti- 
cos. Dirección Departamento de Física, Cátedra de Física de Polímeros y Cris- 
tales, Vorobyovi Gori, Universidad Estatal de Moscú, 119899, Moscú, Rusia. 


Matjuska Teja Krasek es licenciada en pintura por el Arthouse-College 
for Visual Arts de Ljubljana y es una artista independiente que vive y trabaja 
en Ljubljana (Eslovenia). A través de su arte desea transmitir sus experiencias 
y sentimientos relacionados con los resultados de la investigación de diferentes 
disciplinas a todos aquellos que, independientemente de su profesión básica, 
estén interesados en explorar la forma en que funciona nuestro mundo y la 
naturaleza. Su trabajo teórico y práctico se centra especialmente en la simetría 
como concepto de vinculación entre arte y ciencia. Dirección Ob zici 7, SI- 
1000 Ljubljana, Slovenija. 


Claude Lamontagne es profesor en la Escuela de Psicología de la Uni- 
versidad de Ottawa (Canadá), donde ha estado investigando y enseñando la 
Psicología de la Percepción desde una perspectiva de Ciencia Cognitiva desde 
1977. Tras una formación de postgrado (Doctorado 1976) en inteligencia arti- 
ficial en la Universidad de Edimburgo (Escocia), comenzó una carrera acadé- 
mica centrada esencialmente en el desarrollo de modelos computacionales de 
cognición en general y de percepción visual en particular, en el contexto con- 
ceptual de un insistente cuestionamiento epistemológico. Dirección Escuela de 
Psicología, Universidad de Ottawa, 145 Jean-Jacques-Lussier, P.O. Box 450, 
Stn. A, Ottawa, ON, Canadá, KIN 6NS5. 


Kevin Lee actualmente enseña ciencias de la computación en el Norman- 
dale Community College en Minneapolis, Minnesota. Como ex profesor de 
matemáticas en la escuela secundaria, está interesado en cómo la tecnología 
puede ser usada efectivamente para enseñar matemáticas. Se fascinó con los 
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teselados de M.C. Escher en 1993 y como resultado ha creado varios progra- 
mas informáticos comerciales sobre simetría y teselados. Dirección Depart- 
ment of Mathematics and Computer Science, Normandale Community Col- 
lege, Bloomington, MN 55431, USA. 


Jean-Francois Léger es licenciado en Psicología y Master en Sociología 
de las Artes por la Universidad de Ottawa y actualmente es educador de arte 
en la National Gallery of Canada en Ottawa. Fue responsable de la programa- 
ción pública de la exposición “M.C. Escher: Landscapes to Mindscapes” (di- 
ciembre 1995-marzo 1996) y es autor de M.C. Escher: An Introduction for 
Teachers. Ha desarrollado una amplia variedad de programas públicos para 
acompañar las exposiciones en la Galería Nacional, y ha producido materiales 
didácticos en video y para la Web. Dirección Education and Public Programs, 
National Gallery of Canada, 380 Sussex Drive, P.O. Box 427, Station A, Ot- 
tawa, Ontario, KIN 9N4, Canada. 


Arthur L. Loeb es licenciado en Química por la Universidad de Pensilva- 
nia y doctor en Física Química por la Universidad de Harvard, donde enseñó 
durante casi 30 años. Fue Profesor Titular y Asociado Honorario en Estudios 
Visuales y Ambientales y fue miembro del cuerpo docente de la Escuela de 
Posgrado en Educación. Sus principales intereses fueron la Ciencia del Diseño 
(almacenamiento, recuperación y comunicación de conceptos y patrones espa- 
ciales), las Matemáticas Visuales (matemáticas como ciencia experimental e 
inductiva) y su uso en la enseñanza. Dirigió el conjunto Collegium losquinum 
para música medieval y renacentista, y fue miembro del coro e instrumentista 
de la Iglesia Luterana de la Universidad de Cambridge, MA. Murió el 19 de 
julio de 2002. 


Makoto Nakamura (nacido en 1947) se graduó en la Universidad de Ar- 
tes de Tama en 1970. Es un artista free-lance en Tokio, trabajando principal- 
mente en diseño e ilustración. Sus artistas favoritos, que han sido los más in- 
fluyentes en su obra, son M.C. Escher e Isson Tanaka (1908-1977) y el escritor 
Kengi Miyazawa (1896-1923). Dirección 3-11-4 Kamata Otaku, Tokio, Japón. 


Istvan Orosz (1951-) se formó como diseñador gráfico en la Universidad 
de Artes y Diseño de Budapest. En sus obras de bellas artes le gusta utilizar la 
paradoja visual y los enfoques ilusionistas mientras sigue las técnicas tradicio- 
nales de impresión como la xilografía y el aguafuerte. También intenta renovar 
la técnica de la anamorfosis. Es director de cine de animación en el Pannonia 
Film Studio, profesor invitado en la Universidad de Artes y Diseño de Buda- 
pest y miembro de la Academia de Arte Húngara. A menudo utiliza OYITZ 
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(Nadie) como seudónimo de artista. Dirección H-2092 Budakeszi, Reviczky u. 
20., Hungría. 


Peter Raedschelders es un artista aficionado y matemático aficionado que 
realiza teselaciones y otros grabados inusuales al estilo de Escher, todos ellos 
basados en las matemáticas. Sus grabados incluyen no sólo teselados clásicos, 
sino también teselados con límites y teselados fractales. Otros grabados tienen 
perspectivas extrañas o están basados en modelos matemáticos como la Botella 
de Klein. Sus grabados se encuentran en colecciones privadas de todo el 
mundo y se publican en varios libros y revistas. Dirección O-L-VR-PL-15-1, 
9150 Kruibeke, Bélgica. 


Marjorie Rice (n. 1923) es ama de casa y cuidadora de su marido, Gilbert, 
que recientemente sufrió un derrame cerebral. Durante mucho tiempo se ha 
interesado en las obras de M.C. Escher y esto la llevó a hacer teselaciones 
basadas en algunos de los azulejos pentagonales que encontró más tarde. Ella 
espera continuar explorando estos temas en la medida en que el tiempo lo per- 
mita. Dirección 4005 Olympic Street, San Diego, California 92115, Estados 
Unidos. 


John Rigby pasó cuarenta y un años en la Universidad de Cardiff, y re- 
cientemente se retiró de su puesto como profesor de matemáticas. Durante ese 
tiempo también ocupó puestos temporales en Toronto, Ankara y Singapur. Si- 
gue siendo un investigador activo en geometría elemental y actualmente está 
interesado en la geometría tradicional japonesa. Dirección Escuela de Mate- 
máticas, Universidad de Cardiff, Senghennydd Road, Cardiff CF24 4YH ,Ga- 
les, Reino Unido. 


Rinus Roelofs (1954) estudió Matemáticas Aplicadas en la Universidad 
Técnica de Enschede y se licenció en la Academia de Arte de Enschede con 
especialización en escultura. Estructura, combinaciones de estructuras y trans- 
formación de estructuras son algunos de los elementos principales de su tra- 
bajo. En el proceso de diseño de sus esculturas el ordenador se ha convertido 
en una herramienta importante. Dirección Lansinkweg 28, 7553 AL Hengelo, 
Países Bajos. 


Doris Schattschneider creció en Staten Island, Nueva York, y recibió su 
licenciatura de la Universidad de Rochester y su maestría y doctorado en ma- 
temáticas de la Universidad de Yale. Es profesora de matemáticas en el Mora- 
vian College, donde ha enseñado durante más de 30 años. Tiene un profundo 
interés en la obra de Escher y es autora de Visions of Symmetry: Notebooks, 
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Periodic Drawings, and Related Work of M. C. Escher. Fue co-organizadora, 
junto con Michele Emmer, del Congreso del Centenario de Escher en Roma y 
Ravello en 1998. Dirección Departamento de Matemáticas, Moravian College, 
1200 Main St., Bethlehem, PA 18018-6650, USA. 


Claudio Seccaroni (n. 1959) estudió Ingeniería Química en la Universi- 
dad de Roma, “La Sapienza”. Es investigador del ENEA (Agencia Nacional 
Italiana de Nuevas Tecnologías, Energía y Medio Ambiente) en la Unidad de 
Salvaguarda del Patrimonio Cultural, donde se ocupa de la caracterización de 
los pigmentos antiguos y su tecnología. Dirección INN-ART sp 50, ENEA, 
C.R. Casaccia, s.p. Anguillarese 301, Santa Maria di Galeria, 00060 - Roma, 
Italia. 


Marjorie Senechal creció en Kentucky y recibió su licenciatura de la Uni- 
versidad de Chicago, y maestría y doctorado del IMlinois Institute of Techno- 
logy. Ha enseñado en el Smith College desde 1966, donde es Profesora Louise 
Wolff Kahn en Matemáticas e Historia de la Ciencia y la Tecnología. Sus áreas 
de investigación incluyen geometría discreta, teoría de azulejos y cristalografía 
matemática. Es autora o editora de siete libros y numerosos artículos, y es di- 
rectora del Programa de Smith en la Historia de la Ciencia y la Tecnología, y 
del Northampton Silk Project. Dirección Dept, of Mathematics, Smith College, 
Northampton, MA 01063, USA. 


Marco Spesso (1956) estudió Arquitectura en la Universidad de Roma, 
“La Sapienza” y obtuvo el doctorado en Conservación de Monumentos. Ac- 
tualmente en la Universidad de Génova, es investigador en Historia de la Ar- 
quitectura. Dirección: via Portuense 104, 00153 Roma, Italia. 


Dick Termes es un artista que vive en las Colinas Negras de Dakota del 
Sur. Durante los últimos 32 años ha pintado ambientes totales sobre la super- 
ficie de la esfera, y llama a estas obras Termesferas. Las esferas cuelgan y giran 
de los motores del techo usando una perspectiva de seis puntos para mostrar el 
norte, este, sur, oeste, arriba y abajo en una sola pintura. Sus temas van de lo 
geométrico a lo surrealista a lo realista y varían en tamaño de 1 pie a 8 pies de 
diámetro. Dirección 1920 Christensen Dr., Spearfish, SD 57783, EE.UU. 


Mark Veldhuysen es director de Cordon Art B.V., representante exclu- 
sivo a nivel mundial de los derechos de autor de M.C. Escher. Cuando el 
tiempo lo permite, le gusta rastrear algunos de los lugares que Escher visitó y 
grabó en bocetos e impresiones. Dirección Cordon Art B.V., Nieuwstraat 6, 
3743 BL Baam, Países Bajos. 
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Valentin Vulihman se graduó de la Universidad Estatal de Moscú en 1965 
y ahora trabaja en el diseño asistido por ordenador de circuitos integrados. Di- 
rección B. Perejaslavskaja street 10, kw. 120, Moscú, Rusia. 
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